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V r w r t. 



Der zweite Band der Sohnckeschen Aufgabensammlung hat 
in der hier vorliegenden Bearbeitung eine ebenso tiefgreifende 
Umwandlung erfahren, als der erste. Die Gesichtspunkte, welche 
bei der Revision des ersten Bandes leitend waren, sind auch fiir 
4ien zweiten Band maBgebend gewesen. Samtliche Beispiele sind 
neu durchgerechnet und dabei eine unverhaltnismaBig grofie Zahl 
von Druckfehlern frtiherer Auflagen verbessert worden. Die 
Regeln und Lehrsatze, welche den einzelnen Beispielgruppen voran- 
gehen und welche dem Studierenden in gedrangter Darstellung 
eine Ubersicht iiber die am haufigsten zur Anwendung kommenden 
Integrationsmittel bieten^ sind den neueren Methoden gemglB voll- 
standig umgeandert. 

Das Kapitel iiber die Integration ration aler Differentialaus- 
drucke, welches seiner Reichhaltigkeit wegen als das brauch- 
barste der urspriinglich Sohnckeschen Bearbeitung anzusehen ist, 
wurde beinahe unverandert beibehalten. Dem Kapitel iiber die 
Integration irrationaler Diiferentialausdriicke ist eine durch die 
Wichtigkeit des Gegenstandes hinlanglich motivierte Aufmerk- 
samkeit geschenkt worden. Jedoch wurden in diesem und dem 
darauf folgenden Kapitel solche Beispiele, die eher in einer 
groBeren Formelnsammlung als in einem Ubungsbuche ihren Platz 
finden, weggelassen. 

Um einem langst gefiihlten Bediirfnisse ttlid damit zugleich 
wohlbegrlindeten Aussetzungen an der Sohnckeschen Aufgaben- 
sammlung gerecht zu werden, sind derselben fiinf neue Kapitel 
einverleibt worden, namlich die drei Kapitel: Integration zwei- 
und dreigliedriger Differentialausdriicke, Naherungsweise Berech- 
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nung bestimmter Integrale, Doppelintegrale und dreifache Inte- 
grale und als Anhang die beiden Kapitel: Integration gew6hn- 
licher Diiferentialgleichungen und Variationsrecbnung. Da 6 in 
dem Abschnitt iiber Variationsrecbnung nur Beispiele einfachster 
Art aufgenommen und auf die Untersuchung der zweiten Variation 
nicht eingegangen worden, wird namentlich jeder Lehrer, der in 
der Variationsrecbnung Unterricht erteilt, begriindet flnden. 
Selbstverstandlich konnte es sich an diesem Orte nicht um VoU- 
standigkeit weder in der Auswahl der . Beispiele , noch in deren 
Ausfiihrung handeln; so muBte gentigen, den Studierenden durch 
Vorlegung einiger interessanter Beispiele aus diesem Gebiete mit 
der Operation des Variierens vertraut zu machen. 

Die Sammlung enthalt sonach in ihrer jetzigen Gestalt 
tJbungsniaterial zu dem gesamten Unterricht in der hdheren 
Mathematik, wie er gewohnlich an Universitaten und polytech- 
nischen Schulen in drei bis vier Semestern erteilt werden kann. 

Dem Bearbeiter der vierten Auflage haben auBer dem 
ijbungsstoflfe, welchen er in seiner mehrjahrigen friiheren Stellung 
als Assistent am eidgenossischen Polytechnikum in Zurich fur 
die Repetitorien und Ubungsstunden angesammelt hatte, wesent- 
liche Dienste geleistet die trefflichen Werke: Frenet: Becueil 
d'exercices sur le calcul infinitesimal, Boole, G. A.: Treatise on 
differential equations 1872, J. Todhunter, M. A.: Researches in 
the Calculus of Variations, principally on the theory of disconti- 
nuous solutions. London and Cambridge, 1871, Sellett: Elemen- 
tary Treatise on the Calculus of Variations. Dublin 1852 und 
Stegmann: Lehrbuch der Variationsrecbnung und ihrer An- 
wendiing etc. Kassel 1854. 

Wenn es ihm gelungen ist, durch diese Neubearbeitung der 
Sohnckeschen Aufgabensammlung sein bescheidenes Scherflein zur 
Erleichterung und Verbreitung der mathematischen Studien bei- 
zutragen, so fuhlt er sich fiir die darauf verwendete Zeit und 
Miihe reichlich belohnt. 

Lausanne, im Oktober 1876. 

H. Anistein. 



Vorwort zur sechsten Anflage. 



Die Herausgabe der sechsten Auflage der Sohnckeschen Auf- 
gabensammlung , Teil II, erlitt nach Fertigstellung des ersten 
Teiles infolge des Ablebens des Herrn Verlegers eine Ver- 
zogerung. Auf das Anerbieten des jetzigen Inhabers der Firma 
H. W. Schmidt, die mittlerweile nach Jena verlegt wurde, 
iibernahm ich die Bearbeitung des zweiten Teiles. 

Die mich leitenden Priuzipien waren im wesentlichen die- 
selben wie beim ersten Teil. Es gait, den bisherigen Charakter 
des bewahrten Buches moglichst beizubehalten , aber durch Ver- 
anderungen und Erganzungen es vor dem Veralten zu schiitzen. 

Wie beim ersten Teil wurden die bisher in einem besonderen 
Heft erschienenen Figuren der grofieren Ubersichtlichkeit halber 
in den Text gebracht. Der Stoff wurde entsprechend der An- 
ordnung des ersten Teiles in Kapitel eingeteilt. Ein bedeutend 
ausfiihrlicheres Inhaltsverzeichnis ermoglicht schnelle Orientierung. 

Die einschneidendste Anderung besteht wohl darin, daU der 
bisherige zweite Teil in zwei Abteilungen zerlegt wurde. Hier- 
durch wurde die Vermehrung des Stoffes ermoglicht. Den Re- 
kursionsformeln wurde ein besonderes Kapitel gewidmet, das von 
bestimmten Integralen handelnde ist wesentlich vermehrt und 
Yollig umgearbeitet worden. Die Kapitel iiber Eulersche Funk- 
tionen, elliptische Integrale und iiber Integration durch Reihen 
und Summation von Reihen durch Integrale sind neu hinzu- 
gekommen. Hangen doch gerade die zuletzt genannten Stoffe 
eng mit wichtigen Gebieten der modernen Mathematik zusammen. 
Es hat ferner ein betrglchtlicher *reil der theoretischen Ein- 
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leitungen zu deu Aufgaben der einzelnen Kapitel eingreifende 
Dmgestaltung erfahren. 

DaB, wie im ersten Teile, Druckfehler und Unrichtigkeiten 
mSglichst getilgt wurden und daB die neue Rechtschreibung ein- 
geftihrt wurde, ist selbstverstandlich. DaB die Verlagsbuchhand- 
lung in dankenswertester Weise fiir die auBere Ausstattung des 
Werkes gesorgt hat, lehrt ein Vergleich mit der vorigen Auf lage. 

Moge es auch der neuen Auflage beschieden sein, das Stu- 
dium der Infinitesimalrechnung zu fordern und zu erleichtern! 

Dortmund, im Juni 1905. 

M. Lindow. 
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L Unbestimmte Integraie. 

Kapitel I. 

Integration algebraiseher rationaler Differentialausdrfteke. 

< 

§ 1. Orundformeln u|td ^Ugemeine Begeln. 

1) 1st ^=f{x), so definiert man: y = j f{x)dx. 

Daher kann man aus jeder gegebenen Formel for den Diffe- 
rentialquotienten einer Funktioii den Wert eines Iqtegrals ab- 
leiten. 

Es sei z. B. y = — r-^ a;'»+^+ (7, dann ist r/ = ic« 

y= I Qf^dx, also 



I. fx^da>r= -^-- a;«+^ + C, 



Torausgesetzt, da6 m yon — 1 rerscbieden ist Sonst kann m 
irgend einen positiven oder negativen, rationalen oder irrationalen 
Wert annebmen. 

Analog erbS.It man 

11. J^ = lx + C. 



X 



III 



• /^^=i arctang J + a 

J a^ — x^ 2a a — x 

Mit Hilfe dieser Formeln nnd der folgenden Regeln lassen 
sicb alle Integrale rationaler Funktionen ausfiihren. 

Sohncke's AufgabenBammlang. II. 1 
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2) Es gelten die leicht zu beweisenden Formeln: 
T. f\fM ± Ux)] dx =ff,(x) dx ± ff,{x) dx. 

TL fAf{x) dx = Ajf{x) dx. 

Aus der Verbindung von V. und VL folgt: 

yn. f[Af^(x)±Bf^{x)]dx==Aff^{x)dx±Bfux)dx. 

Oft geiibgt e^y durch die Sabstitution einer nenen Ver^nder- 
lichen das Integral aof eine einfachere Form zu bringen. 

Es sei 

j F(x)dx= I f{(p{x))dx, dann setze man 

u=z(p{x\ woraus dorch AuflGsung nach x folgen 

, m6ge 
a; = ^j (w), also 
(ir = y^'(tt)dw. Dann ist 

i F{x) dx= j f{u) if^ (w) dw. • 

Vorausgesetzt ist hierbei, daJS tf^ (w) und if (x) einwertig und 
ierivierbar seien. 

du 

Oft kann man auch sofort dx = - 77-c einfuhren. 

ip'{x) 

Ein femeres wichtiges Hilfsmittel ist die partielle Integration. 

Sind u und v Funktionen von x, so gilt die identische Gleichung 

-^— = ^-v + ^w> welche, mit cfe multipliziert und in- 
tegriert ergibt: 

Daher ist 

Till. / -, vdx = uv — f^-udx. 
fj dx tf dx 

Besteht also der Integrand aus einem Produkt, in dessen 

einem Faktor man den Diflferentiaiquotienten einer Funktion u 

nach X erkennt, w^hrend der andere mit v bezeichnet sein mag^ 

dv 

SO bilde man zunachst u und -j- und setze diese Werte in die 

dx 
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obige Former ein. Das nun noch aosizufiihrende Intej^ral 

dv ' ^" ' 

^ udx ist oft weniger kompliziert als das zuerst gegebene. 



/■ 



> V 



§ 2. Integration mittelsPartialbruchzerlegung. 

Ein Partialbruch ist ein Bi*nch, dessen ZSihler eine Konstante 
und dessen Nenner eine Potenz von der Form (x — a)™ ist, wo m 
eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Jede rationale Funktion F(x) von x IfiBt sich in die Form 

eines Quotienten bringen, dessen Dividend and Divisor ganz^ 

f(x) 
Funktionen der Veranderlichen x siai: F(x) = ^-V4- Ist f(x) 

vom m^^, ip{x) vom n*®"^ Grade, so heifit die Funktion \F(a;), wenn 
m<n, eine echt gebrochene und wenn w>n, eineunecht ge- 
brochene rationale Funktion. Jede unecht gebrochene rationale 
Fanktion kann durch eine geordnete Division in die Summe aus 
einer ganzen Funktion vom {m — fif^^ Grade und aus einer echt 
gebrochenen Funktion zerlegt werden. 

Wenn a eine a-fache, h ein /J-fache u. s. f. reelle Oder kom- 
plexe Wurzel der Gleichung (p{x)=^Q ist, in welcher der Koeffi- 
zient von x^ gleich 1 vorausgesetzt wird, so besteht nach einem 
Fundamentalsatze der Algebra die identische Gleichung 

(p(x) == (a; — a)« (X'—by . . . , 
und die Funktion F{x) ist in folgender Weise zerlegbar: 

f(^) __ afr^ -4- ^ 4- ^1 4. 4. ^«~^ L. 

ip{x) ~ ^^^ {x^ay.^ {x — ay-^ ^""^ x^a^ 

^ (x^bf ^ {x—hf-^ -^--^ x — h^ 

+ u. s. f., 

wo die Gr5JSe» ^, ^j, . . . ^a-i, B^^ B^, . . . B^^i u. s. f. Kon- 
stante bezeichnen und G (x) eine ganze Funktion von x bedeutet, 
die sich auf eine Konstante reduzieren oder auch gleich Null sein 
kann. Die Abtreiinung von G(x) geschieht, wie bereits erwahnt, 
durch Division von /(a;) durch (p(x), Hierbei ist die Division so 
lange fortzusetzen, bis der Grad des Restes niedriger geworden 

ist, als der Grad des Divisors. 

1* 
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I i\ 111) Kommen in 9? (x) niir einfieyehe Wtrzelikktorte Tor, ist also 
etwa y(^)=(^— a) (^— 6) (^ — ?).---^ so kann ang^setzt werden 

(a: — a) (a; — b) (x — c)... a; — a ^ x — 6 ' x — c ' » v / 

Der Wert der Konstanten -4. ergibt sich nun dadurch. dafi 
man beide Seiten dieser Gleichung mit (a;~a) innltipliziert and 
bierauf x=^a setzt. E& ist denan^h , 

(a — ft)(ar-i?) ..." • 

Anf afialogpe Weise werden die Z&hler der ilbrigen Partial- 
braehe/:^; C, . . . erfaaltea 

Anm. Fiir manche Falle der Anwendnng ist. die 3^in^rkuj>g 

Yon Nutzen, dafi^ man auch hat A = ., K • 

2) Besitzt (f (x) mehrfacbW Wnfrzelfaktoren , ist also etwa 
t5P(ip)==(ir— a)*" (ar — by ..., so ist folgende Zeriegnng inSglich: 

(a:— a)« (a:— 6)/^ . . . ~ {x—af "^ (a; — a]«-i "r • • -"T a;— a"^ 

4._^^_J Ml u 4.Ar±4.' 

;^XX'-b)^^ {x—by-^^'"^ x — b^ 

4- . ^ . , - 4_ 

Zur Ermittelang der Konstanten A^^ A^, ... Aa-i multipli- 
ziert man beide Seiten dieser Gleichiing mit (x--^a)* und eat- 
wickelt sowohl den Zahler f{x) , als auch die im Nenner librig 
bleibende GroBe (ir — hf {x — c)y . . . nach steigenden Potenzen 
von {x — a), wobei nur notig ist, die ikitwicklung bis zum Gliede 
{x — ay-y fortzusetzen. Dnrch Division ergibt sich nun eine 

gleichgeordnete Reihe fiir js^-j-^ — ^^ Die Identitat 

\X 0^ \X — cy ... 

der so erhaltenen Reihe mit der Eeihe 

-4o + ^1 (a; — a) + . . . + ^_i (a; — a)«-^ + . . . 

bedingt die Gleichheit der Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von {x — a). Hierdurch sind die Gr^Ben A^^ A^^ . . , bestimmt. 
Einfacher findet man n^itonter die Zahler der Partialbrfiche durch 
Aufstellung von Rekursionsformeln. 
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Setzt man 5 

(a;_ i)^ ^- (a;_ J) ^-i X • • • «— 6 ^ • : • ,T '^^ ^(x)' ^° 
bei il){x) eine ganze Pnnktion von ir ist und <P(aJ)= (a; — by 

+V<«)(aJ'-o)". 
. Setzt man x-^a, so erji&lt.taan: 

■ !)'>,(«) = A<P (a): ■ ■" ■,. : 

- Ditferehtii^ mail' 1, -2 . . . j» — 1 mal nacb x and setzt jedes- 
malnach AasfQhrung der Differentiation x = a, so ergibt »ch: 

■2) f(a) = A<P'(«>+•l^^l«(«)• 
3) /"(a) = ^jP"(a) + 2-1! ^, *'(o) + 2! J^ <P(a), 

4)/"(a)='^«P"'(a) + 3.1! ^i<P"(o) + 3-2r^*'(a) + 






' ■ • i 



allgemein 

P) («) = J^ * (*) (a) + ( * ) 1 ! 4i *(*-i^(a) + / * ) 2 1 J,*«-« (a) + 

l<i<a— 1. 

Hierbei ist die Fanktion ^ nebst ihren Ableitungen bekannt, 
sodafi in diesen Gleithnngen nur die 6l^r5fien A als Unbekanitte 
anznsehen sind. Aus 1) fiudet man A^y aus 2) durch Einsetzen 
des gefiindenen Wertes -4.1 u. s. f. 

fix) 
l3t ^^ nicht sehr kompliziert^ so kaun maa die Gr5fien 

A. anch direkt finden, indem man mit der Gleichung 

fix) 
analog wie vorher verfahrt; setzt man ^W = W{x\ so. ist 



— 6 — 

, A, == ¥' (a), A, 

Die Konstanten Bq, B^, . . . B^, C^, (7„ . . . etc. werden auf 
analoge Weise gefunden. 

Die komplexen Wurzelfaktoren machen keine besonderen Me- 
t'hoden, erforderlich. 1st a:=a + i/J eine Wurzel der Gleichung 
y (x) = 0, so anch x = a — i/S, Kommen z. B. in 9) (x) die kom- 
plexen Wurzelfaktoren x — (a+/Ji) und a;— (a — fit) mfach, vor, 
so werden die entsprechenden Partialbrtiche die Form haben: 



(iC; — a — fiif ' (re — a — /Ji)"*-i .', ' • '• * x — a — pi 

, Pq — Q^i , Pi— ^1^' , , Pm-l — Cm-li 

t- (^x — a + piy^ "^ (a;_a + ^i)«-i -r . . . -t- ' ^_„^^i 

Wenn sich dann durch Koeffizientenvergleichung odet* dnrch 
Rekursion etwa findet 



9i 



V. *J 



^»-rv»»— p_^^— ps+2» "~i>' + «'"•" !>* + ? 

so ist P — ^^+^ „nd -^~gg. 
SO ist i', — ^, _j_ ^, uii(H^, — ^^^, • 

Wenn samtliche Wurzelfaktoren yon.^(;];) reell sind, so lafit 

/fix) 
' \ ' dz znr&ckffihren auf Inte^ale von der Form 
(p{x) 

Cr-dx=-^. x«>+^+C, f, ^, = - -, ^^— -j- + C, 

J m+l J (x — a)" (m — l)a;*-i ' ' 



/-, 



^ =l{x—a) + C, 



X — a 

welche samtlich nach den Formeln I und II zu behandeln sind. 

Konjugierte komplexe Partialbriiche, deren Nenner vom ersten 

Grade sind, werden vor der Integration vereinigt. Dadurch gelangt 

man zu Integralen von der Fonn f^^E^^^ ^^ ^^ 

welche nach einiger XJmformung die Formeln II undlll anwend- 
bar sind. Es ist n&mlich 

P2Pix-a)-2fiQ , _p / » 2{x-a)dx 
J (aj-a)«+/J* ax-fj (^_„^,^^, 



- 2/J(2/(^4^=^ = P?[(x-a)«+/J«]-29arctang^ 

I . • • 

I t 

Eonjugierte komplexe PartialbrQche dagegen, deren I^enner 
von h5herem als dem ersten Grade sind/ warden zuerst nach 
Begel I integriert nnd deren Integrale dann erst vereinigtl 

Anm. Es ist gleichgiiltig, ob die Abtrennang der ganzen 
Funktion G{x) vdr oder nach der Bestimmung der Zahler der 
Partialbruche vorgenommen wird. 

\ 

§ 3. Elementare Beispiele. 

y r b e m e r k u n g. In sftmtlichen Anfgaben iiber unbestimmte 
Integrale ist im Besultate die Integrationskonstante entweder ganz 
weggelassen oder da, wo es zweckm&fiig schien, ein bestimmter 
Teil derselben mit in das Besultat hineingezogen worden. 

1) lx.dx = ^xK 2) jx^.dx = ix\ 

12) f (5 — 3a; + 5»» + 7a;») • da; = &p — 4a;« + |a;« -f |a;*. 
i„. f/ 2 2,6 8 \ , 2,1 2,2 



s 



") /(l-?+l-''+H-*=- 



^ +--\-$lx- 



Sx 



a; 



— 4a; + *'- 



gig* + 2 



.<fa;=(|a;«+6).f:B. 



16) r(2 + 5a:)«.<ia; = 4aj + 10«* + V«' = -iV(2-f 5a;)«.*) 

17) f(2a; + 3a;*)«.cb; = 2x*4- V«'4-9a;«+ V«'. 

18) /*(!— 3a; + 2a;«)«.da; = a; — 3a5« + Va?» — 3a;* + |a;». 

19) fx.\^ + 4f«^«.dic = 9a;« + ^x^x* + V^a;*^^+ V«'. 

20) /f«> (y«— 2f«^*-<fa; = -/V»*f^— 2a^4-H**t'^— 

21) r(2f «"+ 1!^ — 9a;)»-<fe = 27x«— Va;*fF4- I2a;*+ ^a; yS«. 

22) r — • ( 6f F» + 3 y¥+ ^)*. da; = 

23) j'f¥^.ifx+ 1).(2 -yip-da; = ft«f«*— H^'f** + 

+ Aa;«f¥. 

24) r (yF»— 2|^«.(y^+4y'^.<la; = x». ■^a;»f^— 

_J;2«_ 161 
23f ^ + 3 

25) r4a;'(12 — a;«)(6 — ia;«)».da; = (6a;« — ia;»)*. 

Anl.: 4r» (12 — a;«) (6 — ^x^ = 4 (12a; — x*{ (6a;« — -^x*)', 
6a;* — \Xi = « usw. 



*) 8. die Torbemerknng. 
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4 + 2« 

bx 

2-f3i 



dx = \-l{i-\-2x). 

da; = |a;— V.?(24-34 



§ 4. Beispiele fur Integration darch FartialbrtLche. 



2) 



/ 



iC 



S 



(S + x) 



j.da; = \x*' — 2a:« + V** — 108a; + 4051(3 + x) -f- 



+ 



243 

3 + a; 



3) 
4) 
5) 
6) 



/ dx ,, X 
2a; — 3a;» ~* ST^^Si" 

/^«^.!.t!.2 <^ = f?(^-2) + i?(a; + l). 

;»_4a;«_8a; + 20 



. dx^ — 



2a;)» "" 8 (a: — 2)» 

a;« — 2 , l + Sa; — ar* 



— \l{x—2). 



(4- 

^ 

(a;«_2a; + l)« "' 3(a;-l)» 

Dnrch S^erlegang in PartialbrOche erhtUt man n&mlich 



x* — 2 



7) 
8) 



ix*—2x + \f 
X* — 4a;' + 1 



1 + 



+ 



/x* — 4x^-\ 
(x - 2)* 



. dx == — 



(x — iy ' (x—lf ' {x—iy 
29 — 30a; + 6a;« 



3(a; — 2)« 
?^^^kdx = [2x* + ix* + iix + ^] 



-\-l(x~2). 
1 



9) 



/ 



(1 + 2a;)* "^ 
+ VtKl + 2a;). 



a;*(tr 



(2a; + 3a;*)* 



3(3a;Tf 2) 



fi 



137 . 231 



+ ^ffi* + 



423 



729 



243 



40 ' 16 



16 **+ '32 **+ 32 



X' 



+ 



■4- — I 



X 



64 3a; + 2 
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10) / 



^•-^•+f-«fe= 



«« (3 + 2xf 

^ [— 162 + 16235— 180x«+645a;»— 1290a;*— 



2430a;» (2a; + 3) 



2936a;»] + g?2^3 



") J^^^-d^ = l{x + l) + l(x-l)-lx = l^^y 

13) /J??i^^^-'^='4^(^ + l) + 3^(^-2) + 2Z(a;-l) = 

= Z [(a; + 1)* . (a; — 2)» . (a; — 1)«]. 
1>l^ /* 5a;« — 7oa; + llo« j «7/ n 

— 17?(a; — 2a)+ V^(« — 3o). 

iR^ /» 7a;« + 6 •, ' 3 (5 -f-2^ , . . , , /«-5\ 
1^^ j a;*-5a;« ' ^ = 25a;' +W?(-^)- 

+ HK*-3). 

1^^ Ja;*-3a;» + 3a;«-a;"'**-"~^^ip+' i~* 

1Q^ /* 5aj« — 2 , 955 — 407a; , ,,,,, _, , 

^«) j ^*-to«+i&.» :-2r^= i6(:.-3)' +^^^^-^> + 

+ A?(a; + 1). 

. / » 5— 3a; + 6a;'' + 5a;«— a;* , _ 2a;« + 7a; — 3 

^^) Ja;»_a;i_2a;« + 2a;«+a;— i 2(a;»— a;*-a; + i) + 

-4-Z *~"1 

^^^ J «»^^*'^^^«»"+ ^ * "" ~ "2^ ~ ¥ + 20^^) "*" ^ ^ ~ 

■_j^(l_a;)-|?(l + a;). 

2') /-^+ljr-^=-^($^.+Ai4^i + ^'''''**°^'^- 



11 — 



^'> Iw^ 



ly^lf^— [(a;_i)« + i]* + iK^' - 2« +.2) -f 

+ 5 arctang {x — 1). 



28) /- 



5a;« — 27a;'' + 56a; — 41 , a; — 1 

da; = — .- -^-— + 



(a;« — 4a; + 5)" (a; — 2)'' + l 

+ f ? (a;« — 4a; 4- 6) + 2 arctang {x — 2). 

a;* + l 



(ir^tr + 



"Ta'v 



^^\) X (a;« + 1)« "^ T 1 + a; 

,42 . ■* 

37y3 2y3 

27) ry +>^ -(fa; = A?(^* - 9) + -V^^^tS- 
'' J a;» — 9a; ^^ ^ ^^ 2/3 a; + y3 



^' /t 



— 4Za: + — ^ • arctang -r 



9r2 



x^ 



^1 I: 



1 , 2a;+l 

— -— arccotang — ~ 

is ys 

(fe 2 — 2ir — 5:z:^ , , ^x^ — 1 , 



ic^-fa;' — x^ — x^ 4cX^(l-^x) ^ * a:^ + l 

+ 1 1 "^ I — i-arctang a;. 

„. P 5a;« + &P — 20 , _ 83 41 _ 

"^J J(x — 4y(x^ — ^x + ») 4(0: — 4)2 4(^—4)" 

— Wi^ — 4) + W (^* — 4ic + 8) — A arccotang (i^ — 1). 
81) /if 



3a;4-2 , ,,a:« + 2a;4-3, 



+ 6a:» + 13a;2 + 17a; + 12 ^ ' * a;» + 3a; + 4 

,3 ^ a; + l 13 , 2a; +3 
+ -F= arctang — f= 1=- arctang — r i, - 

^i^ yi 2y7 . y7 



^>/ 
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ic' + l , , 1 . 2a;+l , 



a;* + af» + l y^- ""** ^-f 



i ..'i-f 



,1 ^ 2x 

4" 7^ arctang 



^^^ / 



; f3 " Y3 ■ 

x' — x* — x* , 1 ,a;« — a;V^+l , 



ajs-^ar* — «* — 2a;«+l 4y5 ^J^' + ar/S + l 

H ;^ arctang- ZL -f" — ?= arctang ^ 



2/3 yy 2/3" yi" 

Anl.: Es ist 



«• — > :»* — a;* 



«« — 2a;« — a;* — 2a:» + 1 

_ / ...x^ + l a;«- l \_ , a;' + l 

*\a;* + a;« + l "T' a;* — 3a;« + l/ *a;*4-a;«4-l "^ 

(Vgl. Aufg. 69.) 

x« — 2a;» + a;* + ic* — 2a; + 1 

I 

A n 1 e i t tt n g. Der Divisor ist = {x — l)^ (a;* + l) = 

= (a; — l)2(ic2 + -^|A2"+l)(a:2— ajy^+l); der Quotient wird 
hiernach gleich 

1 +_! +/2-1 - 



2(a;-l)» ' 2(a;-l) ' 4 ic« + icy2"+l 

/2 + 1 a;. 



• 4 x»^a;V2+l'^ 
Nach aasgefiihrtef Integration erMIt man als Besoltat: 

- — ^^ arctapg (a:/2'+ 1) — ^^^^ I (^' — 4W+ 1) — 



'-7-- arctang (iryr— 1). 



86) / 



4 
1^5^ = i « — A yi5 atcteng i a;yf. 



13 



li' — llai' + 3x , , , 1 — « 
(i>-l)' +*'l + i' 



S":/^-*'--^"'' 



='8) /sjiTiSss." [-1 + J^-H ■ rs:zW + 



8/6 ya ^'ly 2 



fi^iMw • '^=- [«"■+ w«+i](i4 



+1)> 

a arctang x. 






/ (27 + at')' 27 + 81" " i' - ji -f- } "' 

+ Ays"- arctang ^1^-. 

*>) i2+SM:iEr' = 3»"*^»«"=-'^-r='"°«^''4- 

*"' J&— 7i + 2i" I — 1 

«) / 5 + 2l + .' = "-"=' + ^ + ''''-^"-°*'°g'^'- 

5-aretanr^ + l 

sys """"^^/j- 
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48) 



49) 



5(^ 



51) 



52) 



53) 



54) 



55) 



/: 



dx 



: — 3 + 9a; + 11a;* + 16a5« 



a\a 



a;« (1 _|_ a; + a;«) 



6a;» (! + « + «*) 



+ 



+ V 



X' 



, 13 . 2a; + 1 






ar + l 



a;«+5a; + 6 z + 2 

3x^ — 2a; -f 7 , 23 

a;« + 3a;«_4 3(a; + 2) 



+ f^a;-l) + 
+ VZ(a; + 2). 



/ 



a;« — 6a;« + 3a; — 9 



• dx 



280a; + 939 



+ 



56) 



57) 



I 



Jx 



a;* 4- 14a;« + 73a;» + 168a; + 144 (a; + 3) (a; + 4) 

+ 264 K« + 3) — 263 Z (a; -rf- 4), . 

a; Ht^-naf-12 "^ = ^^(^ + ^) + 

+ rt?(a;-3)-ViK^+l). 

.<fo; = .fi(a; — 2) + H^(«* + 3) — 



3a;« — 5a; + 2 



2a;« + 3a; — 6 



7y3 



arctang x'ff. 



h 



a;' + 4a;* + 6a; 



, _ 1 . ., (a;* + 2)* 

a;* + 2a;« + 3a;* + 4a; + 2 a; + 1 "*" * a; + l "^ 

, 4/2" . X 
+ -L_ arctang^. 



/. 



a;« — 114a;* — 68a: + 68 



24a;» — 10a;* + 35a;* — 14a;* — 26a; + 12 



• dx = 



a;* + 2 i/4a; + 3] , ,nr . x 



/ 



;r' 



{x^ + x + ly 



. (Za;== 



a: 



3x' 



x^ + x-i-l 
bx^ 



x^ — 5x^ + 8a;=^ — 40^'^ + 16x — 80 



, 74 — 20a; , 

• dx = ^^ , ., . TV + 



29 (a:-^ + 4) 
+ m arctang -- + ||i4Z(,:2 + 4) + Wi^^^ - &)• 
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dx 



=Xi 



+ -itj^ arctang ' 



(a + xy 



2a — X 



= ^.l 



6a^ a^ — cix 
xdx 1 



+^+«4H°^^+^)'*^ 



H — :7^8,rctaiig ' 



6a a* — aa; + a;* * «y3 



2a — ^ic 



1 , (a + a;)« , 1 / . 2x — a,ft\^. 



4a«f2^ 



y a^ + ary2+a;^ 
a^ — aa:f2+;2;2 



+ 2 • arctang —^ ' 



a^ — X 



2 



• 1 ^ x^dx ^ 1_ r / a2 + aa;f2 + a:^ \ 
^ J«* + ^* 4ay2 L \a2 — o^i^-l- a;2 / "^ 



axfW 
+ 2 arctang — g-^ — 



a^ — iC' 



"> h 



X 



8 



+ ^- 



(fo = i Z (a* + a:*). 



») /^^■'^=&.'(:-si-:)- 



*) S. die Vorbemerkung. 



f. 
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69) In dieser nnd den folgenden drei Nuunem soil folgende 
abkfirzende Beaeichnnng geltea: 

^lia--2axooBi7t + x^ = P,; arctang^=^^?=(3o; 

i/(a« + 2axco8|7r + x«) = P,; arctang "^+^^^^j - = (?,. 
Dann wird 

+ Qo 8int7r+ Ci sinf tt]. 
+ ^0 sill I ^— Ci sin i^r]. 

74) In dieser nnd der folgenden Formel soil folgende Bezeich- 
nnngffgelten : 

^llx^ — 2x cos -^^n-\-l\ = Pt; 

2i+l 
X — cos — 7t 

arctang -^"-j - = Q,. 

sm - - — 7t 
n 

Dann wird, wenn n gerade ist 



'» f. 



'«> /« 



.j_ .,=»'(«•+»')■ 



/: 



»-2 
2 



— >. P* • cos ' 7t + 






,^2 
2 



, 2 X? ^ . 2* + l 
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/ 



k=z 






n-2 
2 



n ^^ 



cos 



2* + l 



*=o 



n 



(m + l)7r + 



*= 



n-2 



+ V-2l ^* sin -J-{m+l)n. 



75) und wenn n nngerade ist 



/i+-^=-«^^i+^)- 



1;= 



2 



ti— 3 
2 



X^ T> 2A+1 , 
>. Pi • COS ^ -71 + 



*= 



n-3 



*=rO 



/ 



x*^dx 



(-1)--M(1+^)- 



* = 



«-8 



^ 2 P* COS "--J- * (m + 1) TT + 



n 



itr:M) 



2Z; + 1 



k^ 



n-S 



, 2 x^ ^ . 2A + 1, , ,, 



*=o 



n 



76) Wenn die Bezeichnung gilt: 



i7 



:r 



2 



2a; cos- tt + I 



= P*; 



arctang 



21 

X — COS --It 

n 



Qk; 



sm 7t 
n 



Sohncke's Anfgabensammlung. II. 



2. 
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dann wird fur ein gerades n 



II-2 
' 2 



/dx ll+:z: 2-^^^ 2k 

1 — ic" w 1 — X n ^^ n 



*^ 2 

2 



, 2 X? ^ . 2A 
Jl — a;" w -^'^ ^w'- 



2 



2ife 



^ Pa- cos (m + 1) tt + 



2 



2 



+ "2 ^* sin (w + 1 ) TT. 

77) Um das Integral fiir ein ungerades n zu erhalten, braucht 
man nur in Nr. 75 das x mit — x zn vertauschen. 

78) Das allgemeinere Integral 

/— ^-|- — -- lafit sich durch die Substitution x = y'\/ 
O -\~ (XX w CL 

auf die obigen Formeln reduzieren. Es ist 



b + aa^ ~" «Hfi J I 






§ 5. Substitution einer neuen Variabeln. 

3x^ 

1) s \ ^ ' dx = l {a^ + •^^)- Man setze x^ = z. 

Oi ~p~ X 

Subst. : a^ + fea:: + ^•^" = -s^- 



^J /« - 



5) 



8) 



9) 



10) 
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2nx -r- 4px* 

-J.4, • t»* ^ — I. v/« — n* T F^ 

1 



^. + ^^*-'^--^('«-«^'+?^*) = 



■'■'!. =1 

Subst. : m — nx^ + px^ = z, 



Subst.: 10x-^x^ = z, 

/Ix 
4 +-5^*" • ^^ = -A ^ (4 + 5^^). 

Snbst. : 4 + bx^ = ^r. 



®) / ~7^~Tr^:i:^ • <^ — — ^ /o ^ q^2\2 



(2 + ^y 4 (2 + 3a;*)' 

Setzen wir 2 + 3a;*:=^, also ^dx = dz, so wird: 



4 (2 + 3ar2)« 
^, /* 3 + 10a; , 



3 + 10^ ^ _ 1 

(4 + 3a; + ar*)'' 4 + 3a;+5a;* 



Subst.: 4 + 3a; + 5a;» = ^. 

/' <*^ _ r ^ _i * ^—3 
13_6a; + a;*~j4-(a;-3f-**^*^*^*"^ 2 

Subst.: X — 3^=g. 

/dx f* dx .jX — 1 

^^5-1- &x — x^ ~ J 4 + (a; — 3)2 "~ * 5 - a; ■ 
Subst: a; ^3^= -ST. 

/^ dx 2 ^ 2^ + 1 

„-, , ^ = arctang ' • 
x^ + x + 1 13 ^ ys 

Subst. : x -\- — 2^. 
in f ^^ _ 1 ,y5-l + 2^ 

Subst.: a; — n =^' 
Subst. : 3x — l=z. 



2* 



20 — 



13) 



5 
[Man setze - — 6 gleich einer nenen Verftnderlichen.] 



^ J (16 — ya:2)8 — 162 (5 — 3x^ 



.2\2 

Die LOsnng dieser Anfgabe wird leicht erreicht dnrch die 
Substitution x^ = z. 



15) /,f ,3 = i ^ ^ .. 



da; . , X* 

Snbst.: a;* = ^. 



^"^ J a;»(a;« — 5)» 



4 5 52 , 14 4 _i_ 
&r«"~ 3 +76* "125"^ '^ 



, 4 , 
"^ 625 "^ 



Sabst: a;* = ^. 



1 _ 4 
(a;*— 5)* 3125 



-^-'U^-5) 



17) f^l%i' x'^il{3-2x'). 

Snbst. : X* = z. 

^ J (5 — Ta;")" ' ~ 5 (5 — "7a;»)« 
Subst: x* = z. 

- J a;* (5 + 3a;»)2 ~ " z» 5a5» (5 + ar») ' 

Snbst.: x* = e. 

P xdx , , X* + 2 

Subst. : x^ =^, 

fi x^ dx x^ x^ , 2 . x^ib 

21' i-2 + 5."* = 30-2-5+25yid*^^**^l2 ' 
Subst: x^ = is, 

22) j (rq_-a;.)i> • *^ - - 2(1+V)" +9'(1 + ^). 

Snbst.: x* = ^r. 
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9^\ C—^ -I ^* 
^ J 7a; + 3a;» " '^ ' 1 + 3a;* * 

Snbst.: a;* = ^. 
-" Jx^{l—x*y~^^''l — x* 'x*{l—x*) 



Sabst: x*' = g. 



-) m.- = ♦ ' ::-tl 



Snbst: x^=^z. 



^^^ J^(3 + 5a;«)~^^ 3 + 5^"« 



Snbst.: x^ = z. 

12dx 1 . , a:« 

x^ — 2 
Snbst: a:* = ^. 

a;* die o;^ — 2 



^'^^ j"^^^- 2) ~ x~^ ~ * ^ 



^^^ liT-- 



+ 



x« + «*)« 6 («* — a;* + 1) 

,1 ^ 2a;« — 1 

+ -; - arctang --. 

sys f3 

Subst. : X* = g. 



2») Jg— Kte» + a;«-'^^ 



a;* <ic . , a;* — 9 

a;« — 1 
Sabst.: x^ = z. 



Kapitel II. 

Bekursionsformeln. 

§ 6. Anweiidung der Rekursionsformeln. 

Bei Integralen von der Form il/* (x)| lg){x)\ dx wird die 

Ausfiihrung oft wesentlich vereinfacht, wenn es gelingt, sie auf 
solche von ahnlicher Form, die aber leichter zn berechnen sind, 
zuruckzuftihren. Dies leisten die Eekursionsformeln. 1st m oder 
n eine groBere positive Zahl, so wird man Integrale zu erhalten 
wtinschen, die anstatt derselben eine kleinere Zahl entbalten, ist 
eine dieser Grofien negativ, so wird man im allgemeinen sie 
naher an zu bringen, also zu vergr5Bern streben. Dadurch be- 
stimmt sich die Anwendung der nachfolgenden Formela, die 
ubrigens mit gewissen, am betreflfenden Orte angegebenen Aus- 
nahmen fur aUe reellen Werte der Parameter gelten. Da diese 
auch gebrochen sein konnen, so werden die nachstebenden Formeln 
fiir Integrale irrationaler Diflferentialausdrlicke von groBer Wichtig- , 
keit sein. 



§ 7. Eekursionsformeln fiir Integrale von der 

Form / (ax + b)"^ (a!x + ly dx, 

1) \ (ax-\- lY {a!x + If dx = ^ /---/- - . -TT— / 
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2) 



3) 



4) 



Anl: Es ist 



d 
dx 



{ax + hy (a!x + Vf 



= c^{ax 4- b)P-^ (afx + 6')*"^ («'^ + *') + 
+ a'g (oa; + 'by (a*x + 6')'"^ = 

\a 



a 



(ax-\-h) 



')] + 



= op (aa; + hy-^ {a^x + 6')*""^ 

+ a*gi {ax + 6)p (a'a; + hy-^ = - 

= (a'g + a'^) (aa; + 6)'' {afx + 6')*-i + 

+ (oft' — a% (o^ + 6)'^-* {afx + tO*""*- 

Demnach wird, wenn man mit dx mnltipliziert and integriert 
Fur p = m, q — l=w folgt hieraus die gesuchte Formel. 

Anl: Diese Formel entsteht leicht durch Umkehrung der 
vorigen. 



/ 



{a'x^b'y . __ (a'^r + 60*^1 • 

{ax + by^ {ajc + b)^^{m—~l){ab' — a*b) 



_ {m—n_~2)a* P {a'X'{-b'ydx 
{m — ijiab' — a'b) J {ax -fb)"'-'^ 



I 



dx 

{a x-\- b)"* {a' X -\- b'y 



(m 



- 1) (aft' — a'b) {ax +^6)'"-^ {a'x + b'y-^^ 
_ (m + n — 2)a' P _ ^ 

'{m —iy(ab'^-^a'b) J {ax + ft)"*"H«'« + *0" ' 
Anl.: Formel 3) und 4) entstehen aus 2), indem man m 
(und n) durch — m (und — n) ersetzt. 
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-* J (aa;'+:ft)" a (m — l)"(aa; + 6)*-i "^ 



+ 






Anl.: Man integriere den links stehenden Aasdruck par- 
tiell, indem man beachte, dafi 

-J--=U- ^ - ]■ 

(oa; + 6)" dx\ a (m — 1) {ax + ft)"^^ 

Da sich durch diese Formel beide Indices in gew&nschter 
Weise ftndern, so ist ihre Anwendnng vorteilhaft. 

Sind m and n ganze Zahlen, so kommt man bei fort- 
gesetzter Anwendnng dieser Formeln schliefilich auf eins 
der Integrale 



^, (^a*x + b' a' , (ab* — a'b)l(ax4'b) 

^ J (tx-^-b a or 

. Z' dx _ 1 / oa; + 6 \ 

^^ J (aa; + 6) (a'a: + fe') ~ (oft' — a'6) ^ \^ + 6' / 

Formel 1) verliert ihre Gtiltigkeit, wenn m = — (w + 1) oder 
a' = wird. Im letzteren Fall ist das Integral sofort direkt ans- 
zufnhren ; ist m = — (w + 1) so benntze man die Formel 

6) J (oa: + 6)- (a'a: + 60" *^ = - ^"j^^-^" "" — 

Formel 2) versagt, wenn aV == alb oder wenn m = — 1 ist. 
Im ersteren Fall ist a\a' ^=^b\ b\ also hat das Integral die Form 

cj{ax'}- 6)"»+« dx, ist also sofort ausznfnhren. Ist m == — 1, so er- 

niedrige oder erhShe man den Grad von n zweckmaBig, wodurch 
man, wenn n ganzzahlig ist, schliefilich auf eines der Integrale 
b) nnd c) kommt. 
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Beispiele. 



P dx _, _ 1 , 

' J (^T 2)* {X + 3)* ~ * {X -\-2f (x + 3)« ~^ 



+ ^ ' 



^ (a; + 2y{x + 3)2 (a; + 2){x-\- 3)* 

42^ 252 _ /Hh2\ 

(a: + 2) (a: + 3) "^ X + 3 ^ U + 3/" 

/^(2^ + 3)^ , _ (2^ + 3)^ 5(2a: + 3)^ 
^^ J (^ + 1)^ '^- 3{x + iy S{x + 1)' 

-^^^jy+^^0x^- + mx + 80l{x^l). 

Analog lassen sich die Aufgaben 1, 2, 5 u. a. in § 4 be- 
handeln. 



§ 8. Eekursionsformeln fur Integrale von der Form 

j it^ (a -\- bx'^y dx. (Binomische Integrale.) 

1) j x'^{a + hx^y dx = - - Trf — — 

_bnp r^„H-» /^ _^ ft^)p-i dir. 
m + 1 J 

Anl.: Man wende die partielle Integration an. 

/* X , X X J a:"»-''+^ (a + fe^)P+i 

Anl.: Man kehre die vorige Formel um. 

3) I x'^iaA- bx'^ydx = -, -, -^r-^-. 



(m + np + 1) 6 J 



Anl.: Man bilde den DiflFerentialquotienten von 

^TO-n+i (^ _|_ j^)p+i und ersetze darin (a + 6^^")''+^ durch 
{a-\-bx'')p (a-^bx^), Daranf fasse man entsprechende 
Glieder zusammen, multipliziere mit dx und integriere. 
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4) jx-i^a + bxTdx= ^^^-t ^^. _ 

Anl.: Man kehre Formel 3) am. 

5) ix'^(a + hx'^y dx = , , / + 

J ' ^ i» 4" w^ + 1 

+ .^^ . . A^ (a + 6^«V-^ *r. 
' m + W2> + 1 J ^ ' 

Anl.: Man differentiiere ^'"+' (a 4- *^)^ nach x und ersetze 
darin ftx'»+"* durch a:*" (a -\- bx"") — aa;"». 

6 I a;*" (a + bx^y dx = — ■ , ^, --- ^^ • + 

J ^ ^ ^ on (p + 1) ' • 

^ + ^^ + n + l f^^^^^f,^„y^,ax, 
^ an(p-^.l) J ^ ^ /^ 

Anl.: Die Formel entsteht durch Umkehrung der vorher- 
gehenden. 

Mit Hilfe dieser Gruppe lassen sich § 4, Aufgabe 1, 2, 5, 
7, 8, 9 etc. sowie § 5, Aufgabe 5, 6, 13, 16 etc. behandeln. 

Es empfiehlt sich zur Ubung, negative m oder n als solche 

/dx 
iC" {a-^bx'')p\ 

(a + fe^)p' J x"^' hmzuschreiben. (Vgl. § 7, 3) u. 4).) 

Die Formeln gelten nicht mehr, wenn die Nenner ver- 
schwinden. Die Falle a = (4) u. 6)), 6 = (2) u. 3)), n = 
(2) u. c)) stellen elementare Aufgaben dar. 1st m = — 1 oder 
p== — 1 (1), 2), 4), 6)) so muB man bezliglich p oder m passend 
verandern. 

1st m = — (np -(- 1) ( 3) u. 5) ) , so nehme man die andem 
Formeln zu Hilfe. 
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§ 9. Reknrsionsformeln fOr Integrale von der Form 

f (a* -^ x*)p dx. 



+ 2(?+'ik'>* + ^')^"^- 



Anl.: ^ |a;(a* + x»)» 



= (a« + a;* + 22x«) (a* + x^-^ = 

= ( a« + «« 4- 22 {x^ + a« — o'') ) (o« + ««)'-* = 

= (1 + 2«) (o« + a;»)« — 2o»2 (a« -|- ic«)«-i. 
Dnrch Integration entsteht 

X (o«4- a;«)« = (1 + 2g) /*(«* + a;«)« dx — 2a^q .f{a^ + ««)*-i (fo. 
Setzt man g — '^==P, so folgt die gesachte Formel. 

Anl.: Man setze in der vorigen Entwicklnng q^=p. 

3) j(«'-^r^=-i(^4.i;„, + 

AnL: Man vgl. Anl zu 1. 

4) /k— y't^="-^f^2r+ i+i> /(«-^ — ^)'- <*^. 

Die Fftlle p = — 1 und ^ = — ^, bei denen diese Formeln 
versagen, sind direkt zu berechnen. 

Beispiele. 
1) I (a^ + ^^y *^> wenn p eine positive ganze Zahl ist. 
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2) 



3) 



L68./(«« + x«)Pcfa: = 2^^1 



(a» + xy + 



+ (2p-l) + '(2p-l)(2p-3) + 

8o«p (p — 1) {p —2) {a* ± x*)p^ 
■•■ (2i>-ij<2p-3)(2p"-5) "^••- , 



+ ...+ 



(2a«)pp(p-l)_.l 
(2p— l)(2p— 3)....T 



/ 



dx 



, wenn j) eine positive ganze Zahl ist. 



(o« + xy 

dx 1 X 

(a» -f ;r«)p "" (p — 1) (2a«) * .(a« + a;*)" 

J- 2iJ — 3 ^ j_ 

(p — i) (P — 2) {2ay ' (a« + xy-^ "T^ 



-1 + 



+ 



(2p-3)(2p — 5) 



X 



{p — l)(p — 2) (p — 3) (2a)* (a* + xy-» 



—a I • • • 



+ •••+ 



(2i) — 3)(2p — 5)...5-3 



X 



(p — l)(p — 2)...2.1.(2a«)^i o«+a;* + 



(2p- 3) (2^-5)... 5:3 .l^rctanir-^ 
^ (p — 1) (p — 2) . . . 2 • 1 (2a^)p-^ a ^^^^'^^« « 



(a* - a 



a;*)" 



(unter derselben Voraussetzong). 



X 



C dx _ _ 1 „ 

J (a« — xy ~ (p — l)(2a«) ' (a^ — xy-^ "^ 

, (2i)-3) X , 

(P — i) (P — 2) (2a«)« ■ (a* — x«)^-2 "^ 

(2i, - 3) (2p - 5) _ _ X 

(P — 1) (P — 2) (p — 3) (2a) » ■ (a*— x*)"-* "•"••• 



+ ...+ 



(2p — 3)(2p — 5)...6.3- 



X 



+ 



(i? — 1) (p — 2) ... 1 (2a*)^» a'' — x* 
(2p — 3) (2p — 5) ... 1 



+ 



{p — l){p — 2) . . .2-l-{2ay 



al (»>^) 
\a — ic/ 
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§ 10. Rekursionsformeln fiirlntegrale von derForm 

(a + 2bx + cx^yj^ dx. 



!' 



cx-\-b 



1) J{a-j-2bx-\- cxy dx = ^ Zxi) (« + 26a; + ca;»)i' + 



+ |0+T)/^« + 2&. + c.r-dx. 



2) f{a + 26a: + cxy dx = 



+ 



(cx + b) 
2(p + l){uc — b^) 
c(2i) + 3) 



(a + 26a; + cx^)p+^ + 



L_ fta + 26a: 4- cx2)p+i da:. 



2{p + l){ac 

Die Formeln 1) versagt fiir p = — i, wo ein elementares 
Integral aoftritt, ebenso in 2) fiir p = — 1. 1st in 2) oc — 6* = 0, 
so ist a + 26a: -j- cx^ ein Qnadrat, so daB auch hier eine einfache, 
Ausfahrung mQglich ist. 

Beispiele. 



+ 



2p+r 



+ 



+ 



+ 



2pi2p~2)(b-aJ 



(22)-l)(2p-3) 

2p ( 2y— 2) ( 2 ff— 4) ( 6— a»)« 
(2p-l)(2i,-3)(2i,-6y 

2i)(22>— 2)....2(6— a*)'' 



(a;«+2aa;+6)''-2 + 



(a;*+2aa;+6)'^ + ... 



{2p—l){2p—S)....l 

wobei J) ganzzahlig und positiv vorausgesetzt ist. 

Man hat zunftchst, wenn x^ + 2ax -{-b = X gesetzt wird 

j{a -^fix)Xi'dx= I l'{2x + 2a) X' dx +(a — a/J) Tx'' d'x. 

Auf das zweite Integral wendet man die Rekursions- 
formel 1) an, das erste l&Bt sich leicht aasfuhren. 
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2) Wenn 6>a* ist, wird 

(a + fi^) ' dx a — fia 

+ 2aa: + ft ~ yft _ o 



J x^ 4- 2aa: -4- ft lA ^.s ^ V/» -r.2 



x + a 
yft — "a^ 



3> 



Unter derselben Voranssetzung, dafi ft ;> a' ist, wird for jedes 
ganzzahlige p, welches gr5fier als 1 ist: 

ix^ + 2ar + ft)'' ~~~ 2p — 2 * (;r2 + 2aa: + ft)^- 



/ 



.-.+ 



+('a-/Jaj(x+a) 



{2p—2) (6 - a«) (a;* + 2aa: + 6)1^1 

(2p-3) 1 

"^ (2p— 2j (2i)— 4) (6-o*)«'(a;*+2aa;-fft)*-2 "*" 

(2p-3)(2p-5) 1 

"'' (2p-2) (2j»-4) (2p-6) (i-a«)« ' (x* + 2ax-\- b)f-» "^ 



+ 
+ 



+ 

(2^— 3) (2^— 5).... 3 1 

(2f>— 2) (2p-4) .... 2 . (6— o*)"-! ■ x»-]-2aa;-\-b 



+ 



, 2p— 3)(2p— 5)..„3 1 



(a-^o) 



(2i) - 2) (2p— 4) (2i)-6).....2 (6_a«)P-iy6_ „« 



arctang 



a;-}-a 



4) Nach der in der vorhergehenden Aufgabe angegebenen 
Formel berechne man die vier folgenden Integrale: 

dx 2x — 1 

(x^—x+iy^' 



5) 



/. 

/x • dx 



S{x- 



. 4 * 2a; — 1 

I , . + arctang , 
^+1) 3y3 y3 



_ 2ar» + ar* -(- 4a; -f 3 

(x^ + x-\-lf~ * (a;2 + a; + l)« 



2 ^ 2a; + 1 

— , arctang 

3y3 y3 



.. f(x + 2)-dx __ 
J (x' + X-J- l)* x'' 



X 



,2 , 2a; + 1 
.. + .+I+y3 arctang ^^ • 

(a; + l).da; ' _ 4x» + 3a;2 + 2a; — 3 , 
;^2 _|_ a; + l)-'. . (a;* + 1) ~ * (x'' -fx-\- ij* ; "^ 



, 7 2a; + l , ,,(a;* + a; + l) 

+ ^ • arctang ' — arctang x — ^l^ -^ -. -' - • 



3y3 



y3 
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AnL: Da 



(a;« -f a; + 1)« (x« +"!)■ 



X 



X 



s + 



+ 



X 



(x'-^-x-^-iy x''-\-x-\-\ ' ^2_|_i 

ist, so kSnnen bei der Integration die Resultate der Auf- 
gaben 5) und 6) benutzt werden. 

8) Wenn h kleiner ist als a^ so wird 

/(a + /Jic) dte _ a — /?a 7^ + « — V^^ — * i 
:r 2 -f 2aa; + 6 "~ 2l/a 2 — 6 ^ -f a -f f « 2 _ \ + 

9) Bei derselben Bedingung h<la^ erhalt man fur jedes ganz- 
zahlige ^, welches grSBer als 1 ist, folgende Reduktions- 
formel: 

/(a -|- /?;r) . do; _ _ /? 1 

(^2 + 2a^- _j_ ft)/> — ~ 2j; — 2 * (a:« -(-"2ar + 6)p-i ~~ 

1 1 

(2i? ~ 2) (^2— 6) ' (^2-|-2az:-fft)p-i 

2j9— 3 1 

(2p— 2) (22>— 4)(a2_6)2 • (;x;2_i_2aa:-[-6)''-2 

(22)— 3) i^p-b) 1 



— (a-^o)(:r+a) 



.< 



+ 



+ 



(2p-2) (2^-4) (2i?-6) (a»-6)» (a;«+2flKC+6) "-^ 



+ 



(_l)P-2(2j9_3)(2p_5)...3 1 

(2p— 2) (2^— 4)....2 • (o*— 6) p-i ■ a:* + 2aa; + 6 ) 

{—ly -» (2p— 3) (2p - 5)....3 -1 a-^a , x-fa~ya«— 6 

(22>— 2)(2p— 4)(2p-6)...2 ■2(a2-6)p-iya2— ft' a:+a+yo«— 6 



(Vgl. die Anleitung zu Aufg. 3.) 



/ 

/ 
/ 

13, / 



11) 



12) 



dx 

a;«"+4a; + 2 

a; • dx 

a;* + 4a;4-2 '' 

dx 

x^ -\-.bx-\-^ 

{x — l)dx 
(x^ + 5a; + 4j 



= ■/ 

2y2 



a; + 2 — y2 
a; + 2 + y 2 
a; + 2 — y 2 



- r ' '." +A;Ca;2 4-4a;4-2). 

1'2 a; + 2+,y2 ^^ '• ^ ^ 

,a; + l 



a;2 + 5a' 4- 4 



rV? 



^T 



a; + l 
a; 4-4 
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^*^ J >* -f 5a; + 4)« ~ * (x« + &c + 4)* * a;*+'5aj + 4 



~'^'a; + 4 



/» x-dx _ bx-\-S __ _f + t 1 I 

^^^ J(a;*+5a;+4)*~'"(a:*+5a; + 4)» "* (a;* + &r + 4)" "•" 

+ ^ a;* ^hx'+ 4 + »**T^ gzjl- 4) • 
f >-(x*-{- 14a;* + 78a:* + 221a:» + 335a;» + 254a: + 76) • <fa; _ 



(a:« + 5a: + 4)* 



1951 



— jL _(5^ + 8) (31a; — 44) , _, (536x+'^^') _ 

— -rr (^2 _|_ 5^ _j_ 4)s -r TtT (^^ij^ 5a; + 4)« "T- "^a;* + 5a; + 4 

— WW * ^-^ 4- 

Anl.: Es ist die zu integrierende Fanktion, wenn 

a:' -f 5a; -|- 4 = X gesetzt wird, gleich 

x*+ X« + X*"~X' 

und es kSnnen somit bei der Integration die Besnitate der Auf- 
gaben 12)— 15) verwendet werden. 



§ 11. Reknrsionsformeln fiir Integrale von der 
Form j x'^ {a -\- 2bx -\- ex*)' dx. 

n^ /* «/ 1 oj, 1 2N»j a:'»-i(a + 26a; + ca;«)P+i 
1) I x^ (a -\- 2ox 4- cx^i> ax = -7^ 1— s- r-rs-- — 

— /-^fe^|-v> f x"-^ (a -^ 2bx -\- cxy dx — 

[m -j- 2p -f- 1) c (J ^ ' 

— 7 -^r-p-V-^ X r^""^ (« + 2fta; + ca;*)" da;. 

(m -f- 2jp + 1) c J ^ 

Anl.: Man diflferentiiere a;"^' (a + 2ft* + <^') ''"'''• 
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2) I x"'(a + 2bx4-€xydx= -^ / i ^^ — 

J (»l -f- 1) « 

(m + l)a J ' ' ' 

— (^ + 2p-f 3)c fx"-^^aA-2bx-^cxydx. 
(m + l)a J ^ ' ' ^ 

Durch sukzessive Anwendung dieser Formeln lafit sich im 
allgemeinen ein Integral von der Forni jx±"'{a-\-2bx-{-cx^)±Pdx 

auf I {a -\- 2bx -{- cx^)±p dx redazieren. Der letztere Ausdruck 

wird mit den Formeln der vorigen Gruppe bchandelt. 

Abgesehen von dem belanglosen Fall c = versagt Formel 1) 
fiir m = — (2p + 1). Da in 1) w eine positive 6r6Be ist , die 
erniedrigt werden soil, so muB p negativ sein. Dann ist, wenn 
man p durch — p ersetzt. 



'»/(. 



dx = — 



+ - I / 1 ^7*^ I - OX , dx. 



-\-2bx + cxy c{2p — 2) {a-\-2hx + cxy-^ 

c J (a + 2bx -\-~cxy + 

Das erste der dabei auftretenden Integrale ist nach 1), das 
zweite wieder nach 3) weiter zu reduzieren. 

Man kommt schlieUlich zu einem Integrale von der Form 

C ^ wf _ 1 f ^b_+2cx) _ 

. J (a + 2bx'-fcx^') ^^—2c J {a-{- 2bx + cx^) 



_2b P 
c Ja 



dx 
+ 2bx + ex- 



.^ P , ^ c^i 9x 7 x""^^ (a + 2bx + CX^ 
4) / x"^ (a + 2bx cx^ dx = ^ ^--r , ~ ^ — 

J m-\-l 



m + 1 J "^ ' ' ^ 

— -^^ ^ r^'»+-' (a + 2i.r + c^2);>-i clx. 
ffi -f- 1 ^ 



Sohncke's Aufgabensammlnug. II. 
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Diese durch partielle Integration entstehende Formel ist von 
Nutzen bei negativem m und positiven p, 

Formel 2) und 4) verlieren ihre Gtiltigkeit fur m = — 1. 
Dann tritt ein 

P(<^ + 2&^ + ^^^) '' _{a + 2bX'{- cx^-y , 
^W ^ ~ 21) + 

+ 6 r (a + 26a; + cx^-^ dx + ^ J(« + 2^^ + g?yi^ ^^^ 

welche Formel leicht zu verifizieren ist. 

6) jx'^(a + 2hl' + cx^)''dx= . (^^^2p„+^), •' - - 

(m + 2pn + 1) c J 

— (^ — 2»* + IL^ fa;— 2- (a + 26a;« + cx^-)p dx. 

[m + 2pn + 1) c J ^ ' ' ^ 

'^ J ^ ' ' {m-\-l)a 

_(m + n^np-^l)2b f ^^ (^, ^ 2bx' + cx^)p dx - 

(m + l)a J ^ ' ' ^ 



^'/- 



Beispiele. 

dx f + ^ 



OU + 



(«« + 3a; + 2)» (a;* + 3a; + 2)^ 

"*■ ^^ + ^^ (3 (a;* + 3a; + 2)» "~ 3 (a;** + Sic + 2)* "^ 

+iM:^+.)+'»'(:-i-2) 

Zur Abkiirzung setze man a;* + 3a; + 2 = X, 

(^ + t) Ig (a;2 _!_ ar _!_ 2)« ~ 3"(a;"*'+3a;>"2)« + 

also ist 

X5 — X^ "T- ^^' 
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^' J X^ ~ X* 2 ^■ 

Px^ _ \x±± 31 
^^ J X» ~ X* ^"14 ^• 

^ J X" ~ X* 14 

''^ J X» ~ X* +70 '^• 

^ J X» ~ X* 7 • 

„, f>x''dx _ ^x«+a;» + ^;r* + 2a;» + 2a;« — ftr — 8 .„ ™ 
^^ j X» -~ X* " ^'"^• 

, / »a;8(to _ a:^+ja;«+Va:'>+Va;*+Va:»+18a:«4-16x+12 
^^ j^f^~~~ " xJ ^ 

+ 16 W. 

,. {'x'dx a;* 3 Px^dx Px''dx 

' J "X»~ ~ — 8X* ~ 2 J X» "^ J X* 

Das erste auftretende Integral liefert 9), das zweite wird 
nach oben angegebener Methode entwickelt. 
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Kapitel 111. 

Integration algebraischer irrationaler Differentialausdrftcke. 

§ 12. Einfache Integrationsmethoden. 

1) Wenn eine Funktion F[x,(ax-\-b)"', (ax -{-by, {ax-\'b)p,.,] 

rational aus x und aus gleichen oder verschiedenen gebrocheneii 

Potenzen desselben linearen Ausdrucks {ax-\-b) gebildet ist, so 

1 
kann Fdx rational durch die neue Veranderliche t = (ax-\-by, 

wo r das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller Nenner 

m, n p . . . der Exponenten von (ax -f- b) bedeutet, ausgedrlickt 

und demnach nach den in den vorhergehenden Paragraphen an- 

gegebenen Regeln integriert werden. 

2) Unter den Differentialausdriicken, die Irrationalitaten ent- 
halten und mit elementaren Methoden allgemein integriert werden 
konnen, sind diejenigen flir die Anwendung von der grofiten 
Wichtigkeit, welche rational aus der unabhangigen Veranderlichen 
und aus Quadratwurzeln aus ganzen Funktionen zweiten Grades 
gebildet sind. 

Es sei, wenn der Kiirze wegen ax^ + 26a: -\-c = X gesetzt 

wird, wo a, b, c gegebene konstante Zahlen bedeuten, F (x, ]/A'i 

die zu integrierende Funktion, welche rational aus x und >A' 
zusammengesetzt sein mSge. 

Man kann im Falle eines positiven a setzen: 

ill iax^ + 2bX'\-c = i\ax -fS)'' + (ac — b^) = (flw: + 6) -f z. 
woraus folgt: 

, , ac — b^ — z'^ 
ax + b^ 27 ' 
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^2 I ^^ _ 52 

adx = '-^ d^, 



z = Ya ^lax^ ■^2bx-\-c — {ax + b\ 
und im Falle eines negativen a: 

f—a- i'ax^+Wx~-\- c = }jb^ — ac — {ax + ft)« = 

= y 62 __ ^ _^ (^ _|. 5) ^^ 

woraus folgt: 

ax-\-b=^ ' 



^ = 



y — a . Va^2 + 26ic + c — l/62_^c 



I f9 ^ 

adx = — 2 y 6- — <xc • -^ — , ^^ .^ d^, 



Es laBt sich mittels dieser Substitution das Differential F(Xj'^X) dx 
in bezug auf die neue Veranderliche ^ rational ausdrucken, und 
es kann hierauf die Integration nach bekannten Begeln ausge- 
fiihrt werden. 

Diese Methode des Rationalmachens, obschon nahe- 
liegend und von groBer Allgemeinheit, wird doch nur in den 
wenigsten Fallen Anwendung finden, da sie haufig weitlaufige 
Kechnungen erfordert. 



§ 13. Andere Methoden. 

Klirzer fuhrt im allgemeinen die folgende Methode zum Ziel, 

welche darin besteht, j F(x, ^ X) dx soweit umzuformen, daB die 

wirklich auszufiihrenden Integrationen sich auf die Anwendung 
der Grundformeln I. bis X. beschranken. 

IX. I -—T-r^-r^—. = arc sm h C^, 

c/ y «i- + « 

wo a eine positive oder negative beliebige Zahl bedeutet. 
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Die Funktion F wird sich im allgemeinen als Quotient zweier 

Fanktionen G {x, }' X) und H(x,] X) darstellen lassen, welche in 

bezug aaf x und } X ganze rationale Funktionen sind ; ferner 

darf gesetzt werden G=M+NiX, H = P + QiX, wo M, N, 
P, Q in bezug auf x ganze Funktionen sind. Man erhalt dem- 
nach die Gleichungen: 

F(x .fx)^G(^.y^)= ^+^ ^^^i^+Nix)iP-Qix)_ 

^'^ ^ H{x,fx) P-^-Qix (P + (2i/x)(P-(?yx) 

_ MP — NQX+{NP—MQ)iX^MP-NQX 
— P^ — Q^X ~ P^'—Q^X + 

NP-MQ 
"^ P^ — Q^^X ' ^^ 
Oder in leicht verstandlicher Abkiirzung 

wo S, T, V in bezug auf x ganze Funktionen sind. Die rationale 

S 
Funktion ^ kann nach fruheren Regeln integriert werden, und 

das Integral des tibrig bleibenden irrationalen Teiles I 7^ dx 

fj T]X 

JJX 

zerfallt, nachdem man die rationale Funktion ^ in Partial- 

bruche zerlegt und, wenn moglich, eine in bezug auf x ganze 
Funktion abgetrennt hat, in einzelne Integrate von folgender Form : 



J iax'' + 26^ + c 

J {x—k)"" iax' + 2bx + c' 

J (a'x^ + 2Vx + c')"* 1^2 + 26^ + C 



Hierin sind alle vorkommenden GroBen reell. 

Um das Integral a) zu bestimmen, bedient man, sich der Me- 
thodedesAnsatzes. Es laBt sich namlich zeigen, da6 ge- 
setzt werden darf: 



/ 
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-i-Am-20C + Ar^i)fax^-\-2bx + c + A„,f „ ,L . * 

J y ax^ -\- 2bx -f- c 

Werden beide Seiten dieser Gleichung differentiiert und mit 

'^ax^ + 2bx-\-c multipliziert, so miissen die so erhaltenen Polynome 
identisch sein. Die Koefflzientenvergleichung ergibt sodann 
(m -\- 1) lineare Gleichungen , aus denen sich die (m -f- 1) Kon- 
stanten A^, J.^, ... ^m durch sukzessive Auflosung berechnen 
lassen. 

Der Wert des Integrales i , ^ ergibt sich leicht 

J iax^-^2bx + c ^ 

auf folgende Weise: Wenn a positiv ist, so wird der Eeihe nach 

/dx -]! C ^ 

Yax^^2bx~+c'~ ^ J yaV + 2a6^ + ac~~ 



_ 1 p d{ax + b) 

~ l/a J] 



ia jy(aa; + 6)2 + ac — ft2 

= .■'• l[ax-i-b + i{ax + by + ac-^b^] + C. 
y a 

(NacL Formel X); 
wenn dagegen a negativ und {b^ — ac) positiv ist, so folgt: 

/dx —V— r ^^' 

iax^ + 2bx + c ~^ V V — a'^' — 



2abx — ac 



^_ 1 P d{ax + b)^ 

~ i—aJib^ — ac — (ax + by 



= — , arc sin ^^ + _|_ c. (Nach Formel IX.) 
y — a yb^ — ac 

Ist a und zugleich b^ — ac negativ, so sieht man leicht, dafi 

der Integrand rein imaginar [wird. Nachdem . als Faktor vor 

*■ 

das Integralzeichen gesetzt ist, lafit sich das Integral nach den 

vorigen Regeln behandeln. 
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Das Integral fi) wird durch die Substitution z — Jc= - 

z 

dz 
do; = — 2 auf die Form a) gebracht. Es ist namlich 



/dx 
[x — Hr i ax"^ -{-2bx -{- c 

z'^dz 






p z"^-^ dz 



/^»-i dz 
{{ak^ + 2bh + c) ^« + 2laZ;"+ 6)^ -fa ' 
In dem Integral y), 

wo X' = a'a;2 -f 26'^ + c', 

X = a:r2 + 2bx + c, ist ft^^ < a* c', 

da sich sonst X' in zwei reelle Faktoren zerlegen, somit J durch 
Partialbruchzerlegung auf die Form /? reduzieren lieBe. 

Wenn nun X* von X verschieden ist, so kann man setzen 

Ist dagegen X gleich oder proportional X, so fiihrt der An- 
satz zum Ziel: 



/ 



Aox'^'"-^ _|_ j_^2m-2 + . . . + ^2„_i da; 






In beiden Fallen werden die Konstanten C^, C^, ... a und ^ 
durch Differentiation und nachherige Koefflzientenvergleicbnng 
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bestimmt. (Vgl. die Anleitung zur Berechnung des Integrates a). 
Beide Ansatze sind auch noch zulassig, wenn 6'* > a V ist. 

Integrale dieser Art konnen auch durch Eekursions- 

/€[£ I 1^ doc 
— ^ ^ ■' - reduziert warden. Man vergleiche 

hierzu § 11. 

Die Ermittlung des iibrig bleibenden Integrates wird wesent- 
lich erleichtert, wenn man vorerst das Differential 

{ax + /?) dx 
(a'x^ + 2Vx 4- &) i€u:''~+ 2bx + c 

auf die Form -~ ' , - bringt. Diese Transformation 

fHV I ft 

wird erreicht mittels der Substitution x ■= r^ . Hierbei sind 

y + i 

die Konstanten m und n aus den Gleichungen 

amn -\-h (m + w) + c = 0, 
a'mn + 6' (m + w) + c' = 

zu bestimmen, welche, wie sich zeigen laBt, in den beiden Fallen 
6'^ < a* c\ 6* $ ac^ die hier allein in Betracht kommen, stets reelle 
Werte fiir m und w ergeben. 

Es ist nun, wenn fur y wieder x geschrieben wird, 

/> (a^x + i^i) dx /^ xdx 

\S- ^^ 

Das erstere dieser Integrale kann mittels der Substitution 
%^" + ^i = ^^ ill das Integral eines rationalen DiflFerentialaus- 
drucks verwandelt werden. Das letztere fuhrt nach einer ge- 
ringen Umformung zu einem der drei Normalintegrale 

. fi dx p dx 

J{x^-{-p^)iq^ — x^ ' J(x^+p'')ix^ — q^ ' 

dx 

(x^+p'')iq^^-\-x^' 



-'/<, 



Die Einfiihrung von 2?^ fiir } ist gerechtfertigt , weil 

^1 



- 42 — 

a'c'>6'^, also auch, wie leicht einzusehen ist, a^&^'^O, mit- 
hin auch ' > ist. 

Diese drei Integrale werden am einfachsten durch Einfiihrang^ 
trigonometrischer Funktionen bestimmt. 

Wird im Falle a) gesetzt 

re = g sin y , 

dx=^q cos (f d(f , 

yg^ — ^r^^g'cosy; 



sin (f> 


X 




cosy/ 


<i 


x^ 


tang (f 


X 




l/«« 


- nr.' 



SO folgt: 

/dx C ^ 

(a;2 + p') y «' — x^ ~J g' sin^y + i?' "~ 

dy 

/' cosV d(tangy) 

QHmg^w+ P\ ~2^tangV+P^(l + tangV)- 
o ^ I cos^y^ 

^ /» d (tang tp) ^ 

J (i?^ + 2^) tangly +p2 

= ^ 1 arctang*^^^^-^^' + ^' = 

= arctang '^ "L ^^ 

Im Falle b) ergibt die Substitution 

q 1 X 

X — — 

cos (f> ' cos (f q ' 

q^mqdif ix^ — q^ 

^^^^ cosV ' tangy^ g ^ 

y^' — (Z' = g'tang9); . ix'^ — q"- 

sm v= 7 

'^ X 

/' d^ ^ cos (pd(f 
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/, 



d (sin y) 



I 



ip^'\-q--\-psm(f 



2p y^2 ^ ^2 ^|/^2 ^ ^,2 _^ y^2 _ ^2 

Wird endlich im Falle c) gesetzt: 



x = q tang y , 

' cos y 



tang y = 



cos q) = 



smy = 



a: 



X 

iq' + x'' 



so folgt: 



/, 



-/ 



/, 



/. 



cos ^d<f _^ 

g^ sin^y -f- P" cos^y 

d (sin y ) 
(«'— ^') sin V/ 4-^2 • 

Je nachdem nun q'^'^p^ so erhalt man 

d^(sinjp) _ 1 arctanff ^^^ "^ iQ^-P' ^ 

(q^ — p^)sm^^+p^ p^q2_p2 ^ p 

= arctang ' /^ , 

p\q^ — P^ PM^-h^' 

(q'>p'). 

{a'=P'y 



X 



^\siny,^^Vy^,^^,, 



^ + sin ^ y^)* — 2* 
2^/2?* — 2*' P — sin 9) y p* — q^ 



I 



_ 1 _^^y|2+^2 + xV2^^-?2^ 

2p^ p^ — q^ p Yq^ -\-x^ — X] p'^ — q^ 

(q'<p^ 

Die binomischen irrationalen Diflferentiale lassen sich 

p 
leicht auf die Form x"^ {a + bx^^y . dx bringen, worin m, w, p und 

q als ganze Zahlen angenommen werden durfen. Sie konnen, wenn 
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tu — U 1 

eine ganze Zahl ist, mit Hilfe der Substitution (a + 6^*) = ^, 

' + 1 ®i^® ganze Zahl ist, mittels der Substi- 

tution \^ =z rational gemacht werden. In andem Fallen 

muB man sich begnugen, I x'" (a + ba^)'' dx durch Reduktions- 
formeln auf die einfachste Gestalt zuriickzufuhren. 



§ 14. Beispiele fur die vorhergehenden 

Paragraphen. 



1) 



2) 



/ 



/ 



X- • dx 
V'4 + 2x 

dx 



= ^ (32 _ ar + 2x*)y4 + 2a;. 

y 5 — 2a; — } 5 



i 



x*\l b — 2x 50] 5 y 5 — 2a; + V 5 

1 



lOOa;* 



(10 + 6a;) 15 — 2a;. 



3) r '^, = ^ 

e/(a;» + x«)} 1 + a; yl + a; 



15 5 1 

4 "'"4a; 2a;« 



+ V? 



+ 

y 1 + a: — 1 

yi + a;-f 1 



4) 



5) 



/> H" - • ^-^ = - i 1^(3 - ^)M V + ^]- 



dx 



/at 



2 — 5 



= 3 fa; -2 [if a;- 2 + 5] + 



+ 75?(|'a;-2 — 5). 



6) 



7) 



xdx 

+ x 

+ ix 



/i//i ■ =(i+^)»i 1+^-1]- 



. da; == - -iaji + ^a;^ + a;i — -i Z (1 + 1^) — 

— arctang y «. 



45 — 



8) a/ 



i xdx 

Ij x + ^x 



= \xi — \x^ + {x'^'i — \xi -{-x^ — 

— arctang x^^. 



«'X 



dx 



x^ (1 — x)i 



13 



/t-r4 O/t/rS QA/r2 RA/r "T 



143 429 , 28023 7007- a; , 3003 a;* 



4r 



24a;« 96a;« 64a: ' 320 



64 



+ 



"64 



(1 — x)^ 



+ 



+ \w • ^ 



yi— «— 1 



yi — a; + l 

Man l3se diese Aufgabe sowohl nach der Methode des Ea- 
tionalmachens, als anch durch Anwendung der Bekursionsformel 

dx 1 . a -\- 2io f* dx 

x''{\ — x)'^ 
(cf. § 7, Aufg. 4.) 



/ 



a?H-i (1 _ x)^ 



+1 



^a;P (1 — x)'^ 






M 



J (5a; + 3)* ~ " 25(5a; + 3)1 ' 
11) r 7a;«y5 + 2a; • <ia; = ( V> — 2a; + a;*) • (5 + 2a;)i 



12) 



/^^^ 



7 . do; = 



'*"-'''-iV8«-7 + 



14a; 



2 



-j — , arctang iix — 1. 
28y7 ^ 



13) 



14) 






a;* • dx 



3 Yx~+ 2 

dx 

a;»f(^'_l) 



= (4^'-A^ + A)-f(^"+2)X 



2 



+ ii + " 



4a;* ' 36a;» ' 27x^ ' 81a; 



+ 



55 



a; — 1 + 1 



+ iH y 3 . arctang 



11^-1 + 
2f;r — 1 — 1 



15) 



fx ■ "- ■ - yg 

r a; f 3ic + 7 . (fe = (4a; — i) (3a; + 7) f 3a: + 7. 
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16) /ll8 + ^L\d,^i|/(8 + 2.)* + 2^^^+|-2 + 

+ ^,^g..arctangte:l+l. 

17) fix\x- il + x*)(2-^x — x)*dx = f^.z''ix — ix*-\- 

-\-^.x^ix-\-^r.x^y'x — :^.x'-\-^.x^x. 

18) j'(iz^ — 3fxy-(iix» — ifx^)-dx = ^.x^ — ^.xy-\- 

y X 

p r t 

Dieses Integral wird das eines rationalen Diflferentials, wenn 
man ,;,, =^<7.*.«... oder auch gleich einer solchen Potenz 
von z setzt, deren Exponent der kleinste gemeinsame Teiler aller 

CL I OX^ 

Nenner der gebrochenen Exponenten von , "^ ,, ^ ist. 

Qt — r~ X 

„ - ,_ • Wenn man hierin l + a: = .sr« setzt, so 

^i^x—yi-\-x ' 

wird der Ausdruck unter dem Integralzeichen rational. 

Anm. Es ist eine ntitzliche Ubung, die Integrationen , fur 
welche in dieser und den drei folgenden x^ufgaben nur die zweck- 
mS^fiigen Substitutionen angegeben sind, voUstandig dorchzufuhren. 

X^{i-{-Xf'fl—X ^ TT ^ I.- 

V- irr- «, • dx. Urn das hier 

yi + x-^{i—xy — fi-\-xf{i—x)^ 

vorliegende Differential rational zu machen, setze man 



. a;*-^ . dx. 



''^ /i 



'" /, 



! + *_.. 

1 — X 
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23) I - r , — = — L ' ,_ -, . cfcc. Wenn man hienn 

J yi_;r2. [yi-a:2 — yi + a:2] 



1— a;2 
rational. 



g = ^* setzt, wird die Gr5Be unter dem Integralzeichen 



x^il + x^fl—x^ 



24) f 4. - W- — 4, n • ^^. 
J y'l — x^[^l-\-x^ + ^l — x^] 

Subst.: ^ rt = ^*- 
1 — x^ 

25) r^* }'(! — a:2)« . cfa; = — |;r yi — ^2 [^e _|^4 _|_ ^^2_|_^]_^ 

+ T^^ arcsin x, 

(§ 8, Formel 3 u. 5.) 

Zur Losung dieser und der folgenden Aufgaben benutze man 
die in § 8 entwickelten Rekursionsformeln , die ja auch fiir ge- 
brochene Exponenten gelten. 

26) f x^ y(l — x''f^dx = — \i\— x^ {x^ — \x*^ + {x'^ + 1]. 

(§ 8, Formel 3 u. 5.) 

«r,N (^ x^dx 3a; — x^ « 

27) I— -- ^ — 3= -, _ — 4arcsina;. 

J y(i— ^T 2]/i— ic2 ^ 

(§ 8, Formel 2 u. 3.) 
29) r - '^ =- lH-4«'-8^* . 



(§ 8, Formel 4 u. 6.) 






(§ 8, Formel 4 u. 6.) 
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31) f^ll^^ 



2r 



a;2'-i + 



2r — 1 



x 



3r-a 



+ 



2r — 2 

:2r-5 _^ , , , 

(2r — 1) (2r - 3) (2r — ^). . . 5-3 ' 
•••"'" (2r — 2) (2r — 4) (2r — 6) ... 4^2* 



(2r-l)(2r-3) 
"'' (2r — 2) (2r — 4) 



-f- 



. (2r— l)(2r — 3)...3.1 
+ 2>- (2r — 2) (2r — 4) . . . 4 • 2 *''*^^'^ ^• 

(§ 8, Formel 3.) 



32) / 



yi-' ' 



n 



X 



x^ 



2r— 1 



a;»'- + 



• ic«'-2 4- 



+ 



a; 



.2r-4 



+ ... 



...+ 



2r 
2r— 1 

2r . (2r — 2) 
(2r — l)"(2r — 3) 

2r(2r — 2)(2r — 4).^..4.2 
(2r — 1) (2r — 3) (2r — 5) ... 3- 1 

(§ 8, Formel 3.) 



33) r ^'^ 



x 



, , 2r — 2 , . 
l + 2r-3-^ + 



|1— ;r* 
(2r — 1) . a:»-i 

(2r-2)(2r-4) 
"^ (2r — 3) (2r — 5) "^••" 

(2r - 2) (2r - 4) .... 2 ^ 

■••""^(2r — 3)(2r — 5)....l 



(§ 8, Formel 4.) 



•* J a;2'- 



dx 



yi 



a; 



X 



1 , 2r — 1 , . 

l + 2r-2-^ + 



2r .a;2^ 

(2r — 1) (2r — 3) 



+ 



(;2r — 2) (2r — 4) 



a;* + .... 4- 



(2r-l)(2r-3)^...3 
••■•^(2r — 2)(2»- — 4)..:.2 



+ 



■'^ - x^ 



(2r-l)(2r-3)...l yi 
"''2r(2r — 2)(2r — 4)...2 x 

(§ 8, Formel 4.) 

Die Formeln 35—39 lassen sich ohne weiteres aus den Re- 
kursionsformeln, § 10 und 11, ableiten. 
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35) / (a + 2te + C.V ■ i. - (»+- «^|±^^+ "I! _ 

36) /- 



dx (6 + car) (a + 2Jar + ea;«) ^^^ 



{n — 2){h^ — ac) 
(o + 26a; + ca;«)2 ^ '^ ' 

_ (n — 3)c^ /* dx 

'{n — 2)\b^-^ac)'J' 



(a -^ 2bx -\- cxy 

«r,^ r / , oz I ,nVj x'»-i(« + 2&i; + ca;y'^* , 

87) / a;"" (a + 2fer + cx*)^ dx = V— i — r-r^ 

'' eJ (m -\- n -\- 1) c 

m-\-n-f-l c J ^ ' ' ' 



"-1 



w — 1 



88) / 



m4- w + 



J- . y ra:"»-2 (^ _[_ 26a: + cxy dx. 



'•--1 



(a + 2bx + ca:2)2 (w — w — 1( c (a + 26:r + cx^ 

(n — 2m) 6 Z' x"^-^ - dx 

(n — m — i)c' J « "■ 

^ ^ {a'{-2bx + cxy 

a;"»-2 . dx 



(m_- 1) a ^ Z' 
(n — m — 1) c J 



n 



{a-\-2bx-^cxy 



"+1 



f>{a +^c±^exY 1 (a + 26a; + cx^) ^ 

"^^^ J a;-" ^-~a(m—l)~~ x'-^ ' "^ 



n 



h w — 2m_+4 P (a -{- 2hx -{ - cx^Y 
"■ a * w — 1 J x"'-'^ "^ 



n 

c w — w+3 /'(a + 26a; + ca;2)2 



a m — 1 J 



/jrm — 2 



dx. 



Diese Formel verliert ihre Bedeutung, wenn die positive 
ganze Zahl m ^ 1 ist. In diesem Falle tritt an die Stelle 
derselben die folgende: 

Sohneke*8 Aufgabensammlnng. II. 4 
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Ha + 2bx + cx ^) -• ^ _ (a -^ 2bx -\- cxy _^ 
J X n 



"-1 



+ 6 1 {a-^2ox-\'Cx^)- dX'\'a l-'---i-- — ^ ^ - (fe. 

Bei fortgesetzter Anwendung dieser Fonnel gelangt man 

^ — ^- . - ' tir, 
welches als Summe der drei leicht auszufuhrenden Integrale 

xia + 2bx + cx^' J ia + 2bx -f c^^ ' ^ J ]/« + 2bx~+cx^ 

dargestellt werden kann. Behufs AuflSsung dieser Integrale ver* 
gleiche man die in § 13 gegebene Anleitung. 



41) Wenn c eine positive Zahl bezeichnet, so ist 

- _ ^ J^ I (ex -\- d -^Y7ia + 2bx + cx')] 

^a-\-2bx-\-cx^ ic ^ ^ ^ ^ ^ ' 

/?) wenn auBerdem noch (b^ + oc) > ist, so wird 



"' /v. 



/ 



dx 1 .ex — b 

= arcsin ^^^ 

^a-]-2bx — cx^ Vc ib^ + ac 

b -\- ex 



42) fia + 2bx + ex'' • dx = "J^- fa"+ 2te + ca:^ + 



ac — 6^ /^ (Za: 



ac — 6^ /^ 

"^ 2c~ " J yer+ 26a; + cx' 

43) f^a^-f x^ dx = \x ^|a^x^ + ^a^ I (x + y'a« + ^^^^ 

44) Cia 

45) Bezeichnet c eine positive Zahl, so ist 



^ — x^ dx = Xx ]'a^ — x* + i(^^ ' arcsin — 






^^ . = 1 ya + 2&3; +"ca;« - 



ya + 2bx -\- ex 



2 c 



— .l{cx + b-\-i cy'a-{-2bx + cx^); 
c}c 

/?) wenn auBerdem noch (ac + i!»^) > ist, so wird 
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. b , ex -—b 

+ - ^:^arcsin 



cfc iac + 62 

46) Wenn a eine positive Zahl bezeichnet, so wird 

X f" dx ^ 1^ a + 6a; +]/a]/a + 2to^+ cx^ 

J xia + 2bx^cx^~ ia ^ ' ' 



47) / 



/?) ist iiberdies noch (6^ + ac)>0, so wird 

J x'^'a^^2bx-\-'cx^ Va ^^^'^^^ x^b^+ac 
dx 



dx 1 , bx — a 

= -- arcsin 



n 



x'»(a + 2bx-\-cx^)^ 



'^-i 



(m — 1) flw;'«-i (a + 2bx + cic^) 2 

(w -|- 2m — 4) 6 P dx 

(m — 1) a J j» 

x"'-'^ (a -{- 2bx + cxy 

{n-\- m — 3) c /^ da; 

(m — l)a ' J " ' 

^ ^^m-2.(^^26^ + ca;2)2 

Ftir m = 1 wird diese Formel unbrauchbar. Es tritt in 
diesem Falle an ihre Stelle die folgende: 

48) /---^--..=- --.— i .-_ + 

X {a -\- 2bx ^ cxy (n — 2) a {a -\- 2bx -\- cxy 
1 P dx h^ P dx 

a J --1 « J 

a; (a + 26a; + cxy (« + 2Ja: + ca;*) 

^^^ /5 da; 1 . bx — 2 

51) / ^r^-.=. -"^^ = -7^ arcsm — ^ 

^ J yi + 4a; — 5a;2 ^5 3 



n 



4* 
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dx 1 



52) [-, = , arcsin (6a; + 5). 
' J y_2 — 5a; — 3a;« VS ^ ^. ' 

53) (-.-fl—.=l{\ + 2x + 2il^x + x^). 

/> (ir _ |(l + 2x) . 

^ Jy(l + a;+a;y yi + a; + a;2 



X • dx 



55) f-/, ""/ -—z = n + ~^ + ^'-^ia-\-2x + 2il + x+x'). 
(J y 1 + a; + X* 

— -^Z (1 + 2a; + 2 yi + a; + a;«). 

cr7\ C x' • dx /a;* 5a; 1 \ -. , -. -» , 

^^) j-yr+, + ..= (3-12-24)>'l+^ + ^^ + 

+ A?(l + 2a; + 2yr+^ + a;«). 

58) rfl + a;-|-a;*tfo = (ia; + ^)yi + a; + x* + 

+ I ? (1 + 2a; + 2 ii^x~-fx^). 

59) ra;yi '-fx-\-x^dx = ^ (yi + a; + a;«)« — 

- i (^ + i) yi + ^ + x^-^-^l{l + 2x + 2 yi" +^ + a;'). 

60) i\^-^l-^x-\-x^dx = \{x — \){il + x -f"x«)» 4- 

+ Vt (^ + i) (yr+ a; + a;'' + Tk ? (1 + 2a; = 2 yi + a; + i*). 

61) r (/l + a; -f 'x^ da; = i (i + a;) (yi + a; -f a;"«)» + 

+ A (^ + i) yi + ^ + ^^ + A\ ^ (1 + 2a; + 2 yi +"« + ^*). 

62) f- ^L*^ = — 4 ^"^^ 
Jy(l+"a;-|-a;y ' yi_|_a; + a;« 

63) /%. 5^-.^^.- =-|^ ^--1-- + 
e/y(l + a; + a;y yl+a; + a;«^ 

+ ? (1 + 2a; + 2 fl + 'x~-\- x"). 









(2x 



65) A-,^-^-^ = Z 



— i;(l + 2a; + 2yi + a; + a;»). 
_ 2 + a; — 2/l + a; + a;2 



a; 



(2a; 



■^ J x^fl^x^x^ '.'x +^ + * ■ 



, -il 



2-]-x — 2il-\-x-\-x^ 



X 



«" ■ /; 



dx 



X' 



dx 

xfii^x^x^y 



,,2 + a;,— 2Vl + a; + a;2 
(1 - X) 



X 



^) Jy.rpr=F~Y l^z ^ ^ • ,/i-'T^^i;r2 + 



yi -|-"a; + X' 



+ ? 



2-\-x — 2 ii-fx + a;'5 



a; 



«*> /ifyff: 



, 10^ + 14 + -^ 

dx ' ^ X 



,,2 + ^ — 2/1 + ^ + ^' 

^ X 



37^:4-23 + — — ^ 
/5 e<;r . ^^ ^^ X x'^ _, 



d;r 



y(r+;r"4-a;2)3 



+ f? 



2 + ^ — 2fl+^^'a;.' 



a; 



71) A"* (aX'\-hx'^)^ . do; = 



a;"»-^ {ax -\- bx^) 



2 



+ 1 



b{m-\-n~\-l) 



(cf. § 8.) 
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"+J 



72) jx-(ax + 6x«)^ .dr = - „[^J^„^i) + 

' o (m — ^ — 1) J ^ ' 

(cf. § 8.) 

n 

.,ox /*/ r 1 SN9 J (o 4- 26a;) . "(aa; + fee*) «' 



«o* 



r (oa; + &r«) 2^ * da;. 



4(n+l)6 

(VgL § 10, Aufg. 1.) 



^As /*/ , I 9s- ^ J 2(a + 26a;).(aa;4-6a;») 2 

74) J (ox + fta:*) i.cir=--^ "tl^. J ;_-2:^^.. ^ 



-:-+! 



(Vgl. § 10, Aufg. 2.) 

Durch fortgesetzte Anwendung dieser Formel gelangt man 
schliefilich zu einem der beiden folgenden Integrale. 

75) Bezeichnet 6 eine positive Zahl, so ist 

^Jiax + hx^ ih ^ ^ ^ ^ ^ ^ f' 

dx 1 . 2hx — a 
= , _ - arcsin 



^ax — hx^ y* « 

dx . X 

r 

X * dx _f^ — „ . . X — r 

r 



76) f -,- -— _r_ = arcsin 

jy2ra; — a;2 

77) / - - ,- = — y 2rx — a;2 + r . arcsin 
J y2ra; — x^ 

78) C--J^VJl = - ^— + ^ y 2^^^^^^ + 4r2 arcsin '^- 

79) r |!_i =_)^;;^zrp.[^^^ 

c/ y2rx — x^ 

+ *r' arcsin - ~~ 
' ' r 



— r 
r 
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*»/; 



dx 



xi2 



rx — X 



2 



i^x—x^ 

rx 



g- . P dx _ (^ -\'X)i2rx—x^ 

82) r-j^_-^ =. 

J x^ ]2rx — x^ 
83) I^i2rx^^^^ .dx = ^{x — r) i^rx^^^ + 



(3r^ + 2rx + 2x2)j/2ra;j— a;' 



+ ^r^ arcsin 



a; — r 



r 
x^ . dx. 



84) CxY2rx ^x^'dx = — ^ {2rx — x^)^ + r fi2rx — 

85) r a; 2 y2r¥^^ 2 . ^ ^ _ (^^ _|_ ^^^ (2rx — x^)i-\- 

+ |r2 r y27a;'— x2 . dx. 

86) r ic8 y2r^^x-^ . dr = — Qa:« + ^jV^ + -^r^) (2rx -^ x^)i + 

+ \r^ t i2rx^^^ . dx. 



87) 



88) 



\ X 



f 

J {x-^p)ya~^bx-fcx^ 
a) wenn a -f- cjp^ > 26p ist, 



do: 



wird 



ia—2bp^cp^ 



.? 



ya + 2bx + cx^-{- ia —2bp-{-cp 



2 



^+P 



+ 



+ 



b — cp 



fa—2bp-fcp^-\ 
/?) wenn a-\-cp^<C2bpist, 

)2bp — a — cp^ (^+i>)y^^ — ^ 



— 56 — 
y) wenn a-\-cp^ = 2bp ist, 

~~{b—cp)ix-{-p)' 

89) Wenn zur Abk&nsung a -\- 2bx -\- cx^ =^ <f> (x) gesetzt wird, 
so ist 

dx 

(a — /?) (^ + 1) <fo 



90 



91 



92 



93 



94 



95 



I-. 



=/r 



Diese Transformation wird erreicht mittels der Substitution 
x=^ ii > wo ^ ^^d /^ ^^s den Gleichungen 

ca/J + 6 (a + /?) + a = 0, Oder « + /? = — " "t '^ - , 

zu bestimmen sind. Die weitere Ausfiihrung ist von den 
Vorzeichen der Gr56en <f (a) and y (/?) abMngig. (Vgl. 
Pag. 41). 

dx _ 1 2fi + x^ + xf3 



fl 



(x^'i'i)il + x^ 4: is 2il+x^ — xf3 
Subst: ic = tang9). 



dx 1 ^ xl/ b 
TT=_ _. - = -, arctang — ,1 • 

{x^'-\'A)il — x^ 2l/5 2l/l— a:« 
Subst. : x:=sm (p, 

dx _ 1 xi b -\- 2fx'^^\ 

{x^'\-^)ix^ — l~ iib xib — 2ix^'—i 
Subst.: a: = secy. 



Sn 

Jlx 



/, 



^___^ 1,2 i9x^-f 1 + a; f3b 

(a;«+4)y9a;«+T ~ 4 y35 2 i'9a;«4-"l — a;)/3"5 

a;yr-^a;^ "~ \ " ■» )' 



dx_ _ _ /i — 



a;* 
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96)/- 



dx 

(«-f-Jp)Vi— «* 



1 



■ I 



1 + iw; + y 1 —p^ y i — a;* 



x-\-p 
. l-\-px 



, wennp^^lj 



Oder = -,-^' - • arcsin^-'r^ , wenn »*"> 1 ist. 

{x—p)i 
1 



97) f- -'^^. = 

1 _ ^ + y 1"^"^!! yi— x^ 



ii-p 



2 



. 1^- px 



, wenn jp^ < 1, 



Oder = -p • arcsin" — — *", wenn «?^> 1. 



J {x^—p^)fl — x^ 2pJ (x — p)fl — 

2pJ 



X' 

dx 



{x-{-p)ii—x^ 

1 ,pfi — x^ — xiT—p^ ^ 2^, 
- 7 - I- — — _= -, wenn ;?^<C1, 

pyi — p^ yx^ — p^ 

x^p 



, 1 ^ x^p^ — l 

Oder = , r^-. — arctang —-^ -^=- = 

pip^—1 pyl -x^ 

1 . X ip^ -^ i 2^1 

= r - , -^ arcsin :-- --— , wenn p^^ 1. 



99)/ 



(x + l) 



dx l/l 

) y "f- x^~ T 1 



x 



+ x 



X 
X 



^ J (a;— l)yi— a;« F 1 — 

101) r — ^^=^-= ■ 

^ J(a;«— l)yi — a;« 

, /* dx . , /? da; 

~ * J (x— iTyi — a:« ~ * J 



(a; + l)yi — a;' 



a; 



yi- 



X 



2 
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02) f ^, . -= ^ . arctang^^H^ 

J (a;» + p») y 1 — a;« pVl+p* pil—x 

J (x* + p*) i 1— x^ 2ii-^p^ ii-\-p^-\-fi—x'-' 



^^ J {x^—p 



06) f--^ = 1- -f . 

J xii-\-x^ i+yi+«« 

07) f- '^ _ = ^ ./ - ^+^ 

J(a; + p)yi+a;« J^i+j)* 1 — a:i) + /i ^f !>"« . ^1 + a;« 

08) r - ^ =— ^ l ^~1 

«/(a;— i))yi-j-a;« Vl+p* i + aiiJ + fl-f j?«. /l +> 
da; _ 1 , a: fl + j>* — p Vl +"a;» _ 

«) yi + «« ~" 2p y 1 + p* « yi 4-"i>* + p yi+^* ~ 

= _ 1 _ ; ^ yf + ?* — ^ ^ 1 + P' 

110) ( , ^ = -, . :r .^arctang -,: ~~^-,wenn»*<;i, 

e/(a;*+i)»)yi + a;« ^yi— p** ^yi + a;* 

und = i ^ -? ^J5^- L+f £!"+>* = 

2pyj,2— 1 ajy^j'^i— i^yi-f «« 

= - , -^ : I ^' - -'—..-:-. ----- - , wenn »* >• 1. 

pip^—1 ix^-^p^ 

111) r — ^. -..-.= ^^^ . 

J (a;« + 1) yi + a;* yi + a;« 

112) C- -^--^ _ =_ "^ 

V (a;« + l)yi"-f ic* yi + a;* 



ii3>/y,?L-i = ^(^ + ^^'-^)- 
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114) 



115) 



/ 



dx 



fx^ 



~ = arccos 
1 ^ 



dx 



(x+p)Yx^^l 

1 lA-px „ ^. 

= -—=.^^:=^. arccos — V^— , wenn p^<ih 



, 1 ,1+px + ip^ -iix^ — i ,^, 

Setzt man hierin — p &lt p, so erhalt man auch 



116) 



(x—p) ix^—i 

/'_ dx 1 / 
{x^ —p^) ic^—'i ~ pii^^ \ 

\^-\'P}\ Wi- 



arccos 



\x—pl 



— arccos 



^+PII. p}i — p 

1 . pix^—i 



.arctang-^-^|=_- 
^ xyl — p^ 



p^l — p^ 



arcsm 



.2 



, wenn p^ <[ 1, 



Oder = 



y^c^ — P' 
1 

pip^-^ 



.xfp^^^—pfx^^^i ■ ^, 

I —^ — i^.^ j^Az , wenn p^ > 1. 



fx^—p^- 



17) 



18) 



19) 



20) 



.21) 






dx 



xip^-j-l—pfx^ — 1 



dx 
(x-j- 1) fx^— 

/dx 



dx 
xdx 



J'ix^ — 






ix^-\-p 



2 



X 

Jx^ — l 



= -]/jirl + ^(^+V^*-i)- 



128)/^ 

m f 
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dx __ 1 .,x^2~}'x^ — l ^ 

(«« + 1) y'x* — 1 ~ y2' ya;« + l 

a; • da; 1 . Va;* — 1 

, = , • arctang ' .. — 



(«« + lOr + 41) y a;« — 4a; + 13 



_ 1. /. (3a + /?) y + /J - 7o^ 
2V10J <4y«+l)fy« + 9 

Diese Umformnng wird vermittelt dnrch die Substitution 

a; = - , . , wo m ^ 3, n ^ — 7 die Wurzeln der Gleichungen 

3/ + 1 

wn — 2 (m 4- n) + 13 = 0, 

»tM -|- 5 (m -|- w) -|- 41 = 

sind. Das letztere liitegral zer^llt in die beiden folgenden: 

2/10 J (4y* + 1) l/y«+9 ^ 2}/l0 J (4y« + 1) Yy^^^4 

8 yiO /35 1/35 — 2 /y* + 9 

I » 'L _, - _ ftrctflLDfir 

2/101/35 ^ I/F+9' 

;r 4- 7 
und wenn rlickwarts y = ^r-^^— substituiert wird, so ergibt 

sich fur das vorgelegte Integral 

_ 3^ +/ I (3„-^^) V 7 + 2/ 2 y^" — 4^+ 13 

40/14 (3 — x)Y7-r-2y2'Va;"2 — 4a;+r3 

I * _ Si.VOtSiT\& - - ^ 

10 yi4 [yf y^«^«^i3. 

'' J 5a;« — 18a; + 17" ' y'lOa;* — 22^^+ 13 ~" 
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^/'By + l _ <?y __ 3 arctane l/Qy'J- 1 X 
J y^ + 4 /^«^4 ^36 7 35 "*" • 

4. J_ ? 2yy+ r+yf3"5 ^ 

4 /35 2 y V^ i — y y 35 

= ^ ret flO^" — 22a; 4^13 
— y.^ arc ang ^^ _ ^^ y^^ + 

_i_ ^ ^ 2/Ito^— 22a; -f"l3 + (1 —xjJ3b 
4 y35 2 y lOx*^- 22a;"HPl3 — (1 — ») y35 * 

Subst. : x = - ^^v . m = 2 , m = 1 sind Wurzeln der 

y+1 

GleichuDgen 

5mn— 9(w + n) + 17 = 0, 
lOmw — 11 (m + n) -f 13 = 0. 



/I — X doc 

:&" - 18« + 17 ■ Yioi" - S+ 18 



127)/ 



1 , y Idi^ + 22^ + 13 
^ -, ^ arctang — ' — , _-- 

y35 (a; — 2) y35 



X — 2 da; 



128)/ 



5a;* — 18a; + 17 y/ foa;* — 22a; + 13 

^ _1 , 2 y \M^— 22^+13-1- (1 — a;)y35 
4 y36 2 y 16«« — 22«^ 13 — (1 — a;) y35 
Ij— 3a;* dx x i. ^ 



(Vgl. die Anmerkung am Schlusse von § 13.) 



129)/ 






(1 + x*y y 1 — a;* 1 + a; 

,4 . a;y2 

+ , - arctang 7 

y2 ^yi — a;* 

(8. die Anmerkung am Schlusse von § 13.) 



130) /^ 



-f^:,^. ■-«=^(«4-yi+n 



4- a;* + a yi + a;"* 
Anl.: Man dividiere Z&hler und Nenner des gegebenen 
Differentialausdruckes durch yi -|- a;*. 
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131) f^-^}.^*dx = — x— ^ -i- Ix — arcsin X 4- fl — x^ — 
Jl — yi — a;« X ' 

fl^x^ ^l + ii-x^ 1 + ^' j_ ^r^ ^1— ^, _ 



— I 



X ' X 



arcsin x-^-l 



X 



2 



1 + yi — x^- 



132) 



f^^- ',L .^-dx = -x — 4il — x^+l0l(x^-{- 
J 5 4-1^1 — x^ ' ^ ^ ^ 



24) + 



+ 10Z 



b±fl- 
5 — /I — 



X 



2 



25 



X 



.2 



+ -;r - arctang , 



26 ^ 5a; 

-, - 1 arctang ,_ ,_ ._= 

^24 y24 yi— a;« 



X' y24 ' ^ y24 

-\- 5 arcsin a; = — x — 4yi — x^-\- 

il^lc* — 5 



+ 20 ? (5 + yi - x«) + II arctang (a; y24 J|^ 



+ 5 arcsin x. 



)+ 



^E^^^^bBI^ 



Kapitel IV. 

Integration transzendenter Differentialausdriicke. 

§ 15. Grundformeln und allgemeine Regeln. 

Die Integrale der einfachsten transzendenten Funktionen er- 
halt man durch Umkehrung der durch Differentiation entstehenden 
Gleichungen, z. B. ist 

^ (cos re) = — sin x^ also 



XIII 



i ( — sin ic) dx = co^ ;r — C, oder 

XI. I sin ocdx = — cos ^ -f" ^- Analog 

XII. I cos xdx = sin a; + C^- 

. I tang xdx = — I (cos ^) + C. 

XIV. I cotang xdx = I (sin x) -f- (7. 

XVII. / — 7-K — = — cotang iT + C 

XIX. ^ edx = e^G. 
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Bedeutet F eine rationale Funktion ihrer Argumente , so 
kann das Differential F (sin x^ cos x, tang x^ . . ) dx durch die 
Substitution tang ^x = t in einen in Beziehung auf die neue un- 
abh&ngige Ver&nderliche t rationalen Differentialausdruck ver- 
wandelt werden. Hierbei ist zu setzen. 

sin^= j_^^„cosa; = ^^^,, dx=^^,> 

Diese Methode wird, SLhnlich wie die Methode des Rational- 
machens bei Differ entialausdrucken, welche Irrationalitaten ent- 
balten, nur in wenigen Fallen Anwendung finden, da sie nicht 
selten beschwerliche Rechnungen n5tig macht. 

Das Differential F(e') dx wird rational durch die Substitution 

^ = f , dx = — - 

V 

Der Ubergang von den trigonometrischen Funktionen zur 
Exponentialfunktion wird vermittelt durch die E u 1 e rschen Formeln 



e^» = cos re -]- * sin a;, cosa;= ' , sin a:= ~ y. 



—XX 



eine Darstellung, die bei Integralen von der Form i sin '"(x) cos \x)dx 

oft gute Dienste leistet 

Noch bequemer aber werden derartige Aufgaben mit Hilfe 
der in Aufg. 19 entwickelten Rekursionsformel gelost. 

Zur Integration von Differentialen, in welchen Logarithmen 
Oder zyklometrische Funktionen entweder allein Oder unter sich 
vermischt oder mit algebraischen Funktionen multipliziert vor- 
kommen (gemischte Differentiale), kann hauflg die Methode 
der teilweisen Integration angewendet werden. (§ 1, 
Formel VIII.) 

§ 16. Integration rein trigonometrischer 
Differentialausdriicke. 

1) I cos {px -\-q) ' dx =^ -sin {px -\- q). 

du 

Wird namlich ^a; + g = w, also cir = — gesetzt, so ist 
I COS {px -{-q) . dx= I - cos U'du = — sin (px + q). 
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Ebenso ergibt sich 

2) I sin {px + g) . da; = — -cos {px -\- g); 
J V 



')/ 



27 - n - \ = • tang (^a; + g) ; 



^. Z' COS (i?:r + g) , 1 . , . 

6) I —^^-, -\--\ * dx = — . cosec (px + q), 
^ J sm^ {px -\- q) p \if \ ^j 

7) f sin {px + g) . cos {p*x -\-q;) . dx = 

= _ cosJ(^+ p*)jo^ + (g + g')] _ cos IQ) — i?0 ^ + (« — ^0] 

Anleitung: Man verwandle die linksseitigen Produkte dieser 
und der beiden folgenden Aufgaben in Summen nach den 
bekannten Formeln: 

sin a • cos /? = -^ sin (a + /^) + i sin (a — /?) usw. 

8) f sin {px -\- q) • sin {p'x -j-q') » dx = 

^ sin [{p^p') x + {q — q')] _ sin [(jfH: P') ^_+ f^ + ^ 
2{p-p') 2{p+p^) 

9) I cos (pa; + g) . cos {p'x -\-q') . dx = 

^ sin [{p - 2?0 ^+ (g - gO] _, sin [(p + ^^O M- (« + «')] 
2(p_^') ^ 2(i)+i?0 

10)*) Aus den vier Formeln 

I2n\ p^n^i 

cos2«^= ^1 + 22n-r 2 (/) • cos(2n — 2i))^, 

/2n\ (2n + 1\ 

=*) In den folgenden Beispielen bedeutet I I und I I wie gew(Jhn- 

lich, den pten Binomial-Koeffizienten der (2n)ten, rasp. (2n + l)ten Potenz. 
Sohncke's Aufgabensammlung. II. 5 
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cos*'+^a: = j^ 2 1 ^ "^ j . cos (2n + 1 — 2p)x, 



2n\ __j 



( 
sin^ a: = ^^1^ + (- l)" 22LT 2 i"^)' (^^) ^^^ (2^2;,)., 






sin2«+i a; = (- 1)« ^1 2 (" 1)" (^"^ ^) ^in (2n-2i,+l) . 



ps-0 ^ 



ergeben sich durch Integration die vier weiteren 
a) I cos^" X *dx = 

(») 



j»^ — 1 



I 1 "^ /2n\ sin(2n — 2p)a; 
+ 2«— 1 • ^ \|, j • 2» — 2p " ' 



— 2^ ^ 



/S) I cos2"+»a; . da; = 



1 ^ /2m + 1\ 
= 2-2- • -^ 1 ^J /■ 



2m + 1\ sin (2n + 1 — 2p) x 



^ . . . 2n + l-2p 



y) I sin-" X • dx:= 



I2n\ ^^_, 



(J) / sin2«+i a; . da; = 



/sii 

_ (- 1)'+' ^ / 1 V /2»» + 1\ cos (2n + 1 -2p) ^ 
— 22'» • -^ ^ ^'' ■ \ J, /■ 2n + i — 2p 

Nach einer anderen Methode flndet sich auch 
e) I cos^''^^ xdx= I (1 — sin* xy d (sin ic) = 



= :2 (-i)M J 2p+T 



1 



8 
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Auf &hnliche Weise ergibt sich 

V) I sin*^' X- dx = — / (1 — cos* «)» d (cos x) = 



=-2(-l)'(J2,+-.- 

I cos^x ' dx = sinx — ^ sin* x oder = 

= 3^ sin 3a: + J sin re; 

I cos* a; ' dx = -^sm4x-\-\ sin 2a; + |a;; 

cos^a: . (ir = sin a: — 2 - ^ 1 — ^r— Oder = 

= -g^ sin bx -[- -^ sin 3a: -f- 1 sin x. 

j sin- X 'dx = — ^ sin 2a; + ^a:; 

I sin' a; - (ir = — cos a; + -J cos' x ^= -j^^ cos 3a; — J cos a;; 

I sin* a; . da; = ^ sin 4a; — -\ sin 2a; + 1^; 

/. . , , ^ cos' a; cos^a; , 
sin® a; . da; = — cos a; + 2 q ,. oder = 

= — ^V cos 5a; + tV cos 3a; — | cos x. 

/, sin""-^ a; . cos*^^ x , 
8m«a;.co8"a; .aa; = . — + 

H i — • I sin'*-^ a; cos"* x . (ir. 

A n 1. : Es ist d (sin'' x cos* x)=p sin'^^ a; cos«+^ a; (ir — 
— q sin'^^ a; cos*~^ xdx=p sin^~^ a; cos*-^ xdx — 

— {p-\- ^) sin'^^^ X COS*"' a; da;, 
folglich 



/. . , . , J sin^a; cos* a; , 

sm^'a; cos*-'a; dx = — - - - _L 
P + 1 



+ ? / sin''-' X cos*-' X dx. 

P + 9.J 



5* 



— 68 — 

Fiir (2? + 1) = w, gr — 1 = m ergibt sich hieraus die ver- 
langte Reduktionsformel. 

Dieses und die folgenden Integrale konnen auch dadurch 
gefunden werden, daB man sin x=^z setzt. 

Hierdurch wird 

Tsin^^r . cos"* re 'dx= j ^^(1— ^2)i^"*~^^ . dz, 

Der Wert dieses letzteren Integrales ergibt sich mit Hilfe 
der Rekursionsformeln des Kap. IL 



20) Tsi 



. ^ , sin"*+^ X • cos"""^ X , 

sin"* a: - cos" re ^ dx= - .-- + 

m -\-n 



+ " , - / sin*" a; . cos"-2^ . dx. 

Die in der vorhergehenden Aufgabe angefuhrte Gleichung 
d (sin^ X cos* ^) =p sin^~^ x cos*+^ xdx — q sinp+^ x cos*~^ xdx 
kann auch zur Herleitung dieser und der beiden folgenden 
Rekursionsformeln benutzt werden, indem man, wo es notig 
erscheint, den Zahlen p und q auch negative Werte beilegt. 

oi\ Z'/ • X « m J (sina;)-'»+i. cosa;'«+i , 

21) I (sm re)-" . cos"* re . dre = — ^ — ^- - - - - + 

-| ^ f (sin re)-"+2 . cos"* re • dx. 

on\ /^ • m / \ « J sin"'+i re • (cos rc)-"+i 

22) I sin"»re • (cos re)-" . dre = _ -^ — + 

, n — m — n P , , xioj 

H ^ — I sin"* re . (cos re)— "+2 . dx, 

' n — 1 J 

23) I sin"redre = — sin"-^ re cos re + I sin"~2a;dre, 

cos" re dre. = cos" - ^ re sin rr + | cos"-^ re dre, 

. Z' dre 1 cos re n — 2 /^ dre 

'^ J sin" re w — 1 sin"-^ re "^ n — 1 J sin"-- re ' 

9fi^ (^ dx 1 sin re t* — 2 {^ dx 

^ J cos" re w — 1 cos"-^ re ' t* — 1 J cos"~^re 

Die letzten vier Formeln folgen unmittelbar fur m = 
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aus den Aufgaben 19 bis 22. Behufs direkter Herleitung 
derselben geht man beziehungsweise aus von 

^(sin^^cosa;), d(co^Pxsmx\ d I .' ) und d { „ )• 
^ /» V /» \sin''^/ \cosP xj 

27) I cos ^xsinx ' dx = — ^ • [| cos 3x -f cos ic] = — ^ cos ^x; 

28) I cos ^x . sin ^a; • d-^ = — i • [i sin \x — x\\ 

j cos ^:r . sin ^x - dx = ^^ - [| cos 6x — ^ cos 3;r — 2 cos a;] =: 

= — -Jcos ^^ + ^cos ^a;; 

30) I cos ^x . sin ^x - dx = -g^^ . [-^ sin 6a; — ^ sin 4a; — 

— ^ sin 2a: + 2a:] ; 

31) I cos ^x . sin ^a; • da: = — -gij . [| cos 7a; — | cos 5a: + -^ cos 3x + 

+ 5 cos a;] == — -^ cos ^x + 1 cos ^a: — | cos 'a:. 

32) j cos ^a: . sin a: . da: = — i • [i cos 4a: + cos 2a:] = 

= — Icos^a:; 

I cos ^x . sin ^x • dx=^ — y^^ • [| sin 5a: -[- 1 sin 3a: — 2 sin a:] =: 

= ^ sin ^a: — ^ sin ^a;; 

34) I cos 'a: . sin ^a: . da: = -g^ . [^ cos 6a: — f cos 2a:] = 

= — I cos "^a: -[- ^ cos ®a:; 

35) I cos ^a: . sin ^x - dx = -^^ • [| sin 7a; — | sin 5a: — sin 3a: -j- 

+ 3 sin a:] = I sin ^x — | sin 'a;; 

36) I cos ^x • sin a: . dx = — ^^^ • [| cos 5a: -f- cos 3a: -j- 2 cos x] = 

= — I cos '^a: ; 

37) I cos ^x . sin ^x - dx^ 

= — ^7 • [i sin 6a: -j- ^ sin 4a: — ^ sin 2a: — 2a:] ; 



— TO- 



SS) 



I cos ^ 



X ' sia^x ' dx^= 



-,^ • [I cos 7a: 4- i cos 5a; — cos 3a; — 3 cos ;r] 
= — ^cos^x -{-^cos 'a;; 



39) 



f cos ^a: . sin *a: . da; = ^^ • [4 sin &c — sia ia; -}- 3a;]. 



40) Wenn der Kiirze wegen ^ <— 1)*(^)( ^7j) = ^j 



/ 



gesetzt wirdy so ist flir ein nngerades n 



siii*"»a;cos"rPite;=^«:_-, : -, >. 



22m-|-M— 1 



j)=0 



^ sin(2m + w 
'^ 2m + ^ - 



-2^J5 
2^ ~ 



41) Fiir ein gerades n ist 



/ 



\in 



sin ^"•^ cos »« <ir = ^j,,^ -K'cn^f i«) • a; + 



+ 



( — 1)"* "^ ^ sin(2m + w — 2|?)a; 



2m-\-n — 22? 



42) 



Bei ungeradem n ist 
f cos ^^x sin "a; da; = 



f»-j-l A=m+^(n-i:. 

— (— 1L^_ X" / np TT < ^QS (2m + n 



2jp)a: 



A=0 



2m + w — 2jp 



43) Tsi 



sin ^x cos *a; da; = sin x 



->jSin^^cos'^-j|-g 



cos '« + 



+ 10. 8 • 6 '^^ "^ + 10. 8" 6 . 4 '^^^ '^ + 10T876. 4- 2 '^^^ ^ 



+ 



, 45 

"•"10.8.6.4.2 ' 



(Nach den Aufg. 19) and 24).) 
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44) 



45) 



46) 



47) 



48) 



49) 



50) 



51) 



52) 



53) 



+ 



Oder = cos 0? 
15 



SIB ""X — 



^ dn ^x cos *a; + ^^r-^ sin ^x cos ^x + 
15 . o 45 



10. 8. 6 

45 

108.64^2 



sin ^x — 



sin:r 



+ 



10.8.6.4 10.8.6.4.2 

X ; (Nach den Aufg. 20) und 23).) 



dx 1 COSiT , , ,, , 



sin ''x 



sin ^o; 



sin 



dx . coso; , ■ 

r^;r4^ = — i ^T;r8^ — I cotang :z; ; 



sin *a; 



sin ^x 



sin^o; 



, cos a; • cos a; , , , , , 
1 -^— . 1 .- 6 + 1 ^ tang 4 a;. 



/ 



-^8:. = i\^M + i^tan&(i^ + i^); 



cos **;r 



cos ^X 



^4^ = i- r^^^ + 1 ^^-^g ^ = ^*^? ^ + i ^^"& ^^5 



cos *x 



cos 'a: 



Z' (iz: , sin^r , « 



sm^ 



J cos ^o; 

/sin ^x J 
s— aa: = sina; 
cos ^x 

12 1 



cos *a; ' " cos ""x 

sin ^x 3 



+ f.Ztang(i7r + ia;). 



+ 



+ 



2. 4-5. 3 cos "^x 



Oder = \ tang '^o;. 
d;r 



2cos^:z; 2.4 cos ^a;"^ 2.4-5 cos ^a; 

24 
+ 2^4"76:3**"^^' 

(Nach den Anfg. 19) und 26).) 

(Nach Aufg. 22).) 



+ 



+ 



Sin X cos X 

dx 
sin ^x cos ^:r 



Z tang X, 
dx 



Ui = 



=/co?^^ + J ii7^^ = *^°^ ^ ~ ^"**°^ ^- 



(ir 



8 



sin *a; cos 'a; 



3 sin % cos *a; 3 sin x cos "a; 



+ 



8-6 sina: 8-6-4 sina; ,8^6-4^ 
1T3T5 cos *a; "^ 1 . 3 • 5 . 3 cos 8« "•" i"3 • 5 • 3 ^"^ *' 

(Nach den Aufg. 21) und 26).) 
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Oder = i ... . 4"^«i-5i n — h 
* sm "^x cos ^j; o-3siii ^x cos *j; ' 

8-6 _ 8.6-4 coso: _8.6-4.2 

S-S-sin^-ccos j: 5'3-1-3 sin 'x 5-3.1.3 ^ 

(Nach den Aufg. 22) und 25).) 

54) Wenn a und b positive Zahlen bedeuten, so ist 
a) fur a<ib 

dx 1 , + 6 + ^cos^ + y*^ — ^^ • sin x 



I 



a + 6 cos a: y fe2 ^2 a + ^ cos ^ 

Oder wenn a = 6 cos a gesetzt wird 



h 



dx 



1 , cos I (a — x) 



a + 6cos;r fesina cos-J^(a + ^) 

, Z' dx 1 , sin 4 fa — x) 

und I , — — = , . • ? . 7 / , r , 

J a — cos a; sin a sm ^ (a + ^) 

, . P dx 1 , sin(a — x) 

also auch f „ 70 2 = 07.- • * • /^ r ( > 
J a^ — 6^ cos ^x 2 ao sm a sm (d: ■+ ^) 

/?) fur a>6 



/a + f^T^^Va^lj.-^^^*^^^ (ya + ^^^^^^^) = 



1 a cos ^ + 6 

= , . arccos ,- , -"^ - ; 

y^a ^2 a + Jcos:c' 

Oder wenn 6 = a cos /? gesetzt wird 

/^/p 2 

a + fecos^ ==asm/?-^''"^°g (tang i /J • tang i x) ; 

/^/p 2 

-^h^^x = a sin /S • ^'••=**"» ('°*^'^^ ^ '^ • ^"'^^ ^ ^) ' 

also auch /«. _ J^os ^^ = ^W ' *''*'°^ (^Sf/)' 

Subst.: tang^a; = ;8f. 

55) Das Integral / , , ^ , . geht fur ft = ^ cos S, 

^ ^ J a + 6 cos ^ + ^ sm ir *=" 

c = osin(J uber in / , , ' ir oder mit Hilfe der 

J a + ^ cos (a: — 0) 
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Substitution x = ^-\- d = Z'{- arctang t in 

]^^=--=r und kann somit nach a) oder S) der 

a + cosz ^ib^-{-c^ ^ ^^ 

vorigen Aufgabe behandelt werden. 



56) Das Integral I - 



dx 



r jLhi^ ~ gestattet eine ahnliche Behand- 
lung wie das der vorigen Aufgabe. Es kann auch aus 
--, ^^ abgeleitet werden, indem man an die Stelle 

d ~T~ COS X 

der GroBen x^ a und /? beziehungsweise ^ — x, — a, 



n 



— /? setzt. 



57) Wenn a und 6 positive Zahlen bedeuten, so ist 

h 



f 



dx 1 

a cos ^x-{-b sin ^x Yab 




a 



tang XL 



das Integral auf die Form i 



gebracht 



Anl.: Durch die Einfiihrung des doppelten Winkels wird 

d{2x) 

+ 6) + (« — *) cos 2x 
und kann somit nach Aufgabe 54) gelost werden. 

— ^^—i.— — = + . 'I (a + bcosx). 
a + b cosx '6 ^ — ^ 



cos ic . da; _L ^ t: 

— I iT ~r 



bj a 



dx 
+ bcosx 

a/? — ba 



smx 



\n—i I 



59) r * , ;. — < t. 

' fj a ^0 cos a; — o 

/ »« + /?cos^ ^^ 
J (a + J COS ic)" 

^ (« — 1) (a* — b^) J 
61) I (a4-&cosa;)"(a-|-/Jcosa;)-da;^ t^j^ (a + 6cosa;)" • sina;-f 



(n — 1) (a» — 6«) (a+J cos a;)^ 

(« — l)(aa— 6/J)-f-(w — 2)(a/J — 6a)cos x 
{n — 1) (a^ — &2) J " (a + 6 cosa;)»-i 

/J 



+ r(a + 6cosa;)»-»-.| 



o "^^ y WW - 


» + l^ ' " 


w + 1 


— 


+ 


6a + 
n 


-;,«. 



COS a; 



> . dx. 
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62) Das Integral 

a + /5 cos a; + y cos *a; -}- d cos 'ic + + ju cos*" x 



f 



I 



(a + 6 cos xY ^ 

m<in, kann auf folgende Weise in Integrale von der Form 

/ I r \« zerlegt werden : Substituiert man cos a; = , , 

so gebt die zn integrierende Fonktion (abgesehen vom Fak- 
tor dx) in eine ratioiuile Fnnktion der Variablen ^r jiber, 
welche auf bekannte Weise in Partialbruche zerlegt werden 
kann. Wird noch der Etlrze wegen 

a + /^j +y 5« + *5« + ••• = /'W gesetzt, so sind die 
Zfthler der Partialbruche der Beihe nach f ( — a), /*' ( — a), 

.-c.f**{—a\ 1 -^ Q f" (— a), etc. Man hat daher die Formel 

1 'J 1 '^'O 

/a + /? cos a; + y cos ^a; + <J COS 'ic + . . . , 
{a-^-h cos xY 

= /" (- «) j (^ _|:_ J cos xy + ^' ^~" ^^ J '(a -f 6 cos a;)'*-^ + 

"^ 1.2 J(a+6cosa:)'-2"^ 1.2.3 J "(a+ftcosa;)"-^^-" 

Fur die hier auftretenden Integrale gilt die aus Aufg. 60) 
fiir /? = 0, a = 1 sich ergebende Kekursionsformel , welche nach 
einfacher Umformung die Gestalt annimmt 

dx b sinic , 



J (a + b cos xY (w — 1) (a^ — b^) (a + 6 cos x)' 

{2n — S)a f" dx 

+ (^ _T) (a^ - 6^) V (« + 



b cos rc)"-^ 

w — 2 f^ dx 

~ {n — 1) (a2 — b^)' J [a + 6 c^s a;)'*-^ ' 

63) C^~^ ^ ^^^ ^ +_y ^^" ^^_+ ^ ^^^^ + . .J . . ^ 

"^ J (a + ^ cos xY 

Dieses Integral kann auf elementare Weise in die folgenden 
beiden zerlegt werden: 

PA' + B' cos 2^ + C*cos^x + ..., ^^^ 
J (^ + ^ cos xY ' 



/ 
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A" + B" cos ^x + C" cos ^x + 



sin X ' dx. 



{a-\-b cos xY 

Das erstere ist von der Form der in der vorigw Nummer 
behandelten Integrale, and das zweite yerw^udelt sicb in das 
Integral eines rationalen Differentialausdrucks, wenn man cos x 
einer neuen Veranderlichen is gleich setzt — 

64) I -.- - -!—,-,-- - Y'^^ = —2 —^ • / (a + ft COS rr) — 



X. 



«5) f--- -rAii- 

'^ J cos o; (a + 6 c< 



a — b ^ ' a + * 

, a/^ — fta /^ da: 
■" a J a-{-bcosx 



In betreff des letzteren Integrates vergleiche man Aufg. 54). 



«6) / 



a + 6. sin a: + c-cosa: 



sin 2x 



-dx= Uanga: + 

b c 

+ 2 .Uang (i^ + i^) + 2 * ^ ^^^S i^- 



«7) / 



a -4- 6. sin a; + 0. COS a; , <» ix /i i x • 

(w: = ^ • /tang(:i7r-f-a;) + 



cos2a; 
c — b 



+ Tf2 • ''""^("^ +H- 2^2^ • ^tang ( J -^. 



^r^N /^ a + 6 Sin a; + ^ cos a: + a Sin ^a; + A COS ^a; , 

68) / ■ ■ . ' ' dx = 

^ J sm 6x 

--+-Ztanff4a;4- * ySinCi/r + a;) 

cotang (^TT + {x) cotang {{n — ^x) 



c , sin »a; g — h 

-T- -a * ^IZToZ n A — ^ 



6 sin 3x 



r*r^\ Z' a + 6 sin a: + c COS a: + or sin ^a; + A cos ^x , 

«^) J-^ — -^S — ^""^ 

^ + 5^ 7 4. /I I ^ \ I 6 7COS ^a; , 

' 2)^3 COS (-^TT + a;) ' 4 •- ^ ^^ ^ ' 

+ \x) cotang (^^TT — ^x)]. 
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70) f^'"^ .da: = 



h^n-^l 



= ^2(-l^ 



COS 



{2h + 1) n 



sin 



. ? 



(2A + 1)71 



+ i,x 



4n 

(m < n), 
A n 1. : Wird cos x = z, cos nx=f {0) gesetzt, so verschwindet 

/*(-8r) fiir ^ = cos ,/^ ^, wo der GrSBe A alle ganzzahligen Werte 



beizulegen sind von bis (w — 1). Die rationale Funktion 



vin 



kann nun in Partialbriiche von der Form 



2A+1 

-8? — COS ^- n 
2w 



zer- 



legt werden. Hierbei ist Ah = 






2A-f-l 



T^ /.w X df dx sm wa; . , 

Da f* m = -4- • j = ^ . , so wird 
^ ^ dx dz sm^ 



A,= 



' , 2/^ + 1 . . ' 
(cos ^ 7r)"» sin a; 
^ 2w ^ 



w sin nx 



2n 



2* + l r. 2* + l 
cos -' 71] sm ^ Tt 
2w / 2w ^ 

: 2/r+i 

wsm -J— ^ 



(-1) 



" ' 2A + 1 r 
cos >. - /r| sin 



2n 



-) 



. 2A + 1 

"■ 2n ''' 



und es ist daher 



h:=n—l 



COS''* X 



cos nj; n 



= l2(-iy 



2A + 1 \'" . 2* + 1 
cos ^' 71 sm-^- TT 
2w / 2n 



/j=0 



2A + 1 

cos ^ — COS ^- TT 

2n 



"^ J sin 2 n^ 



1 
2n 



h=n—l 



Isinx-]-^ i—iy 



cos 



h=l 



2n 



h7i\ 



; (sin -'a;- sin* ^) 

(m ^ w). 



— n — 



Anl.: Man schreibe den Integranden 



cos^*" X 



= cos a; . 



(>Qg2*i»-l X 



sin2nx ^^"- sm2nx ' 
wickle ahnlich wie vorher 



seize ^ = sin X, f{^)=^ sin nx und ent- 



QQ^2m-l X . 



72) 



/^cos^^+^a^da; 



sin 2na: 



in Partialbriiche. 



I - 



J sin 2nx 

+ 2 (-1)" 



= 2U^**"^2 + 



A=l 






/a; , ^TT \ ^ ix hn\ 

(m < w.) 






Q. r cos2"»a;da; 1 , ^ ^^ 

^"^^ J ~siji'C2n^ Ijx -^ 2n + 1 ^ ^^"^^ 2 + 



sin (2n -\-l)x 2n 

h=sn 



2'« A/r , 
*^«' 2« + l^ 



+ 



4w-(-2 



•tang^g + 
) tang ( ^ 



a: JiTt 

2 ~4w + 2 
(m < w.) 



) 



. r ^os -^"+^3; do; 1 

^ J sin (2» 



+ 1) a: 2w + 1 



Z sin ^ + 



+ 2(-i)* 



cos 



A=l 



^^(si 



l) 



2«+i'r''^~'''''2«-+ 

(m ^ w.) 

Wenn man in den letzten f iinf Formeln ^/c — x an die Stelle 
von X setzt, so erhalt man ganz analoge Ausdriicke, welche im 
Zahler die Potenz des sin x enthalten. 



75) / -„- dx = {—l) ^ n\ I 
^ J cos '"a: ^ ^ I J ( 



dx 



cos "*"'a; 



j/y. ^~ 



n— 1 
2 



+ ^ (—1)'- ^^ "l2i'+l)T " J cos^^-'^+^^d^ 

wenn w ungerade ist. 

Die Ableitung dieser Formel, sowie auch die der folgenden, 
ergibt sich leicht aus Band I, pag. 93. 
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Zmr A artttiM i t g der Qbiig bleibenden Integrate vei^leiche 
man Aafg. 24) and 26). 

'^ J COS "■« ^ ' [ J oat "•« ^ 



I X? / ,x,««*(«*-2»)...(»*— (2A;— 2)«)/' ». . , 



wenn » gnade ist 



77, , 



/'sinwa; 



-+i 



cos '"X 
«-l 

2 



da: = (~.l) 2 



(m — 1) cos *-^a: 



+ 






(2fcj!(2fc — m + l) 



wenn w ungerade ist. 

78) I ^ d;r = (— 1) 2.n 



-- -A i- 



n 



— 1 






2 



(2*)^) 
(2A; + 1)!(2A— m + 2) 



cos 2*-"»+2a; 



wenn w gerade ist. 
79) I ^^-^ .da: = 2sinir — Uang (|n: + ^a:). 



COSiZ; 



80) f''-^/ 

^ J COS ^o; 

gj. /'cos 2a; 

"^ J cos H 



dx = 2x — tang x. 



. dx = — 



sin a; 
2 cos ^x 



+ 1 / tang (i^r + ^a:). 



/'cos 2a; , . . /. 1 \ 

-^.efe = itanga;(4-^^^J 



^ J cos 

83) r'?-2^ 

^ J sm a; 



• dx = 2co^x-{-l tang ^ a;. 



84) I . - 2 ' dx = — 2a; — cotang x. 



85) 



P cos 2a; 



J si 



sm % 



. cZa; 



cos a; 
2 sin /^a: 



— f I tang ^o;. 
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Qc\ ^cos 2x J cos a; , . , 



COS a; 



87)/ 
89)/ 



sin 2a; , _ 

. (te == — 2 cos ic. 



. <ir = — 2 ? cos X, 



sin 2a; , 



cos *a; cos x 



90) n^^p.dx^ S- 

^ e/ ^os *a; cos *4; 

91) f-'^?-2^ . dlr = . -.2-- 

^ J COS "a; (w — 2) cos "-% 

sin 2a; 






. da; = 2 sin a;, 
sma; 



sin 2a; 
sin ^x 



2" . ctr = 2 • Z sin x. 



sm 2a; , 2 

^^ — - . ax = — w 
sin ^a; sin x 



^-. /'sin 2a; , 1 



J sin *a; sin ^a; 



„. /'sin2a; , 2 

^ J sin"a; (w — 2)sin"-^a; 

^_, /'cos 3a; , . ^ 

97) I .aa; = sin2a; — x. 

^ J cos a; 

^^^ /^s"3ic •da; = 4sina; — 3Ztang(^- + i^ 

99) I — o . da; = 4a; — 3 tang a;. 
^ J cos *a; 

^^/.N /'cos 3a; , 8 sin a; , .,. /^ i i 1 



""> /-" 



. Wa; = — 2 sitt^ a: + i sin x. 
sin a; * 
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102) I , -^ - dx:= — 4 sin a: — . 

^ J sm "x sm X 

103) / . „ , dx = — ^ . , — ilsinx. 
^ J sin H 2 sm *:3; 

iA/i\ rcos3^ , 1,4 

104) I . . . etr = — -K-r-„ - + . 

J sm *a: 3 sin ^x sm a; 

iA-\ /'cos 3a; , 1,4 

^ J sm "X (w — 1) sm »-^a: ' (w — 3) sm '*"^a; 

106) I — . dx = 2 sin ^a; + i cos x, 

^ e/ COSX ' 

iAr7\ /'sinSx , . 1 

107) I „ ' ax = — 4cosx 

^ J COS ^x cos a: 

108) I — g . dr = — _ - — 4 Z cos a:. 
^ J cos "a; 2 cos ^x 

109) r^^'^f .d.= * -. ', • 

J cos *a; cos a; 3 cos ^x 

110) / .da;= , ^r — ., — , „. , . 

^ J cos "a: (w — 3) cos "-^ic (w — 1) cos "-^a: 

/sin 3^/ 
— ' dx = x4-2sinx cos re. 
sma; ' 

/sin 3a; 
— 2 • ^^ = 3 ? tang ^a; -|- 4 cos x, 
oin X 

113) j-^s ' dx = ~ 3 cotaxig X — 4a:. 

114) I . . 'dx = — ^cotanga;. . — 4 Z tang la;. 
-^ J sin ^a: ^ ^^ sm a: '^ ® ^ 

Setzt man in den beiden Forraeln 75) — 78) ^tt — x an die 
Stelle von Xj so erhalt man die entsprechenden Formeln, welche 
im Nenner eine Potenz von sin x haben. 

115) I tang "x dx = — z \ tang "-^xdx. 

116) C ^^ =. A 1 ^ dx 

^ J tang "a; n — 1 tang "-^a: J tang "^^a; 



— si- 
ll?) Man bestimme ohne Hilfe der in der Aufgabe 115) an- 
gegebenen Beknrsionsformel 

/I 1 

tang ^-^^x dx = ^ tang ^"x — o~z^^ ^^^S ^""^^ + 

+ (— ly-^ I cos X. 

/I 1 

tang ^'^xdx = c^_^^ tang 2»-»a; — ^^^ZT^ ^^? ^"'^ + 

+ 2tj — 5 **°^ 2n-5^ + ... + (— Ij^-i tangic + (— l)»a;. 

Subst. tang x=^z, 

J^ dx 1 



§ 17. Integration gemischter trigonometrischer 

Differentialausdrlicke. 

1) I a:'* cos a: • cir = ^r" sin a; — n i x^-^ sin a; • da; = 

= af sin a: + wa:"-* cos a: — w (n — 1) j a;'*-- cos a: . dx. 

2) I a; cos a: . da; = cos a; + ^ sin x, 

3) I x^ cos a; . da; = 2a; cos a; + {x^ — 2) sin x. 

4) / a;' cos a; • da; = {Sx^ — 6) cos x-\-{x^ — 6a:) sin x. 

5) I x^coBx ' dx = (4a;* — 24a;) cos a; + (^* — 12a;2 -f- 24) sin x, 

6) / a;'" cos a; . da; = a;"* sin a; + ma;"*-^ cos x — 



3ohncke*i Aufgabeosammlung. II. 
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— fw (m — 1) a;'*-2 gixi a; — m (tw — 1) (m — 2) a:"*— ^ cos x + 

-f w (m — 1) (m — 2) (m — 3) x""^ sin a; + ... = 

^ 2^'(r)^°^''^'"(^+^ 2)" 

7) I a;» sin ic • tic = — x" cos x-\-n \ x"-* • cos x • da; = 

= — a;» • cos x + nx* * • sin z — « (n — 1) I x»-* • sin a; • dx. 



8 



10 



11 



12 



sin a; • da; = sin a; — x cos x. 



/xsi 

I a;- sin a; . cir = 2x sin a; — (x- — 2) cos x, 
j x^ sin a; . do; = (3;z:^ — 6) sin x — (x^ — 6^:) cos x. 
j x^sinX'dx = {ix^ — 2ix) sin x — {x^ — 12:c^ + 24) cos x. 

I X"* sin ;r . die = — x"* cos x -{- mx"*-^ sin x -\- 
-\-m{m — l)a;'"-2cos^ — m{m — l)(m — 2)a:"*--^sin;r-f-...== 



p=sm 



^ox /'cos^r , cos^r 1 i^Binx , 

13) I 'dx = — . ^. -- — v-f — . 'dx=^ 

^ J X" {n — l)x"-^ n — 1 J ^'»-i 



coso: , sin a: 

~~{n—l)x''-^'^ (n — l)(w — 2jr*-- ~ 

1 Z' cos a; 

~ (w — 1) ~(n — 2) J ^^*^^ 

... /'sin a; , sin a: , 1 /'cos a: , 

14) I ' ax = — , vr 1 + -- . I - , . aa; = 

sin X cos X 

~ ~ (w — 1)"^'*-^ "" (n — 1) (/I — 2) ;r'*-2 """ 

_ 1 /'sma; , 

(n — l)(w — 2) V af»-2 -"^^ 
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15) f^^^.dx = -'''''-f^^.dx. 

^ J X^ X J X 

^/>N /^cosic , cos^ , sin a; , /'cosic , 

16) J-^ .<ir = - 2-.- +-2^ ij-- .efo. . 

._v /'cos a; , cos^r , sin a: , cos^r , , /'sin a: , 

17) J--,- . dx = - 3^, + g^.. + - g- +ij - -^ .dx. 

1ft^ Tcos^ , ^_ cos a: , sinx , cosx sin a: . 

, , /'cos a; J 



/'sinic , sino: , /^cos^r , 

— . ax. 



^^. (^smx , sino: , P^ 

«^\ /'sinic , sin a: cos a: , /^sin^r , 

20) j-, •^ = -2^-'' - 2x -^-^^ •'^- 

^^.^ C^ivLX , sin^r cos^r , sin^r ' (^cosx , 

21) J--^, .cfo = - 3^,-- g-^+ 6^--ij-^--'*^- 

^. /'sin X , sin X cos a; . sin a; . cos a; . 

^ J "^' ■ «^ — — 4a;* i2:r"» + 24^« "^ 2ix + 



+^/" 



sin 5; , 
ax. 

X 



Die Integrale i do; und / — ^ - dx , anf welche man 

in den vier letzten Aufgaben gelangt, fiihren auf den soge- 
nannten Integral-Sinus, resp. — Cosinus. 

^ xdx (n — 2)xmix — cos iT , w — 2 f^ xdx 

^ J cos "a; (w — 1 (n — 2) cos '^^x ' w — 1 J cos "-^^ 

24) / „- =: X tang ic + Z cos a;. 

^ c/ cos ''iC ' 

f^xdx xsin^r — cos a; ,. P 

' ^ J coB^x 2 cos '^x ^ J 



xdx 
cos a; 



26) f — -. = ^ - -. ^|(^tangic + Zcos^). 

^ c/ cos ^x 6 cos '^^ ' "* ° ' ^ 



r^ ^^ '^^ ®^^ ^ — COS ;r I 3 (a: sin a; — cos ^) i 3 C 

^^ Jcos'^a:"" 12cos'*x + ^8"cos^~ ~"^*J( 



xdx 

cos a; 
6* 
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28 



29 



30 



31 



32 



xdx 
sin a; 



/xdx (n — 2) a; cos a; + sin a; ,n — 2 /* a^^ 
sin"* (n — 1) (n — 2) sin "-*x ' n — 1 J sin '-'■ 

/-;— j = — X cotang x-{-lsmx. 
Sill 3/ 

/xdx sin^r + rccosic./'a; 
sin 'a; 2 sin *a; "" * J si 

/a;clr sin a: + 2a; cos a; . r j. i - ^ 

. . = n ' a i ' [a: cotang a:— Ismxl 
sin*a: 6sin*a: ^ ^ ^ ^ 

/xdx sin a: + 3a; cos x 3 (sin a; + ^ cos a;) , 
sin ^x 12 sin ^x 8 sin ^x ' 

^ xdx 
' *J sin a; 



§ 18. Integration reiner nnd gemischter zyklo- 
metrischer Differentialausdrticke. 

1) I arcsin X'dx=^x* arcsin x + VT^- x^. 

2) i arccos a; • da; = a; . arccos a; — y 1 — x^. 

3) i arctang a; • rfa; = a; . arctang a; — l^-\-x^. 

4) f arccotang x 'dx = x - arccotang x + ?}^ + ^^. 
arcsec a;.da; = a;.arcsec x — I {x-^-'^ x'^ — 1). 



6)- i arccosec x-dx^zx- arccosec a; + Z (a; + y a;^ — 1). 

7) I x^ ' arcsm a; . ox = — , -. . arcsm x r- ^ . I — ^=^^^_ - dir. 

c/ w+1 n+1 e/yi— ic* 

8) la:**, arccos x 'dx= - , -^ • arccos a; H ;— r . I -^=^^_z^ . dj. 

c/ M + 1 ^n + 1 e/yi_a;« 

Die Integrale in den beiden letzten Aufgaben ergeben sich 
aus Aufg. 1) auf S. 32. 
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9) f iP"-arctanga;.(ia;= -y-y • arctang a: -j--. j T-r—2'^' 

iC* • arccotang X'dx = — -.-^ • arccotang x + 

w-j- 1 



--. /^arcsin a; . flte . . -12 

11) I — ■ — = 4 . [arcsm xK 

^ J fl — x^ ^ ^ ^ 

12) /^^^=-i.[arcco8.p. 

14) / ^^^^ °^^ ' — = — i [arccotang a:]*, 
... /'arcsecic. dx , j. ^„ 



arccosec x • dr 



i/?\ /* arccosec re 'dx . ^ ^„ 

16) f . — = — \ [arccosec x\ ^. 

fj X }l X — J. 



X ' dx 



17) I arcsin x • -=J== = a; — /i — x^ - arcsin a:. 



19) i arcsin a: 



18) I arcsin x • -— ':rr= = ^a:^ — ^a; y 1 — x^ - arcsin a: + 

+ {-[arcsin a;] ^ 
a;" • da: 

= i^* + i« — i (^* + 2) yX— ^2 . arcsin x. 

20) Jarcsina;.-^^^ = ,V^* + A^'- 

— I (2a:* + 3a;) y 1 — a:^ . arcsin ^ + f^ [arcsin a:]^ 

_.- /* . X^dx X^ I r.r- a 

21) I arcsin a: . -^ r ^ - = i, — y 1 — x^ af-^ arcsm a: + 
^ J yi— a:^ w2 w' ^ 

, w — 1 /» . a:»-2 da; 

H I arcsm x - -p-zz^z.^^ - 

w J yi- a:^ 
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22) / arcsina;. ^ iTS^=,'i 2 +i^(l — ^*)- 

e/ V (1 — a;*)* y 1 — x^ 

ooN /* • a; • da; arcsin x , , , 1 — x 

23) I arcsin x • ==, +l»i-,* 
e/ }(1 — a;«)» yi — a;« ' 1 + ^; 



a;« 



//r , /7/r 
arctang a; • Tj-jj « = i arctanga; • Z(l -f a;') — 

, Cl{l-\-x^.dx 

arctang a;. ^ ' ^ =x - arctang x — ^1(1 -\-x^) — 

— ^[arctang re]*. 

/^ x^ ' dx 

26) I arctang re- ^ , 2 = — ^a; -f- J^ (1 + a:*) - arctang ic — 

arctang x.j-p^, 

arctanga;.^_^^2 =-i:r2 + |^(l + ^^) + 
+ I -o- — x\ arctang a? + ^ [arctang xy. 

28) j arctang^ 1 +^« =n-l^^^^^"»^-n -i J r+^^ " 

-J arctang:^ j-^,. 



§ 19. Integration von Exponential- und 
logarithmischen Ansdrlicken. 

1) I a;*". (Za;)" . dx = x"'+^ • ^ / ^ — /J^ 1V2 + 



m -f- w (m -|- 1) 






(m + 1)^ 

Wenn hierin n eine positive ganze Zahl und zu gleicher Zeit 
m von — 1 verschieden ist, so schlieBt sich die Keihe von selbst. 
1st m = — 1, so hat man: 



2) f'-§'^-dx=^l,-ii^y+K 



''/ 



x'^-dx 

~{ixY 



— 9,1 — 

«"»+* . (»i -f- 1) a;'"+i 

(« — 1) {I a;)— » + (» — !)"(« - 2)^x)»-2 + 



+ 



(m + 1)« «"+' 



\n-3 I • • • '"r 



+ 



x^-lx ' dx=^ 



(n— l)(w — 2)(w — 3)(Za;) 

(m + l)«-2 a:«+i (m + l)»-i /^a:"* (fo" 

" {n — l)\{ix) 

~ ^ ~ (m + i)^ 



_(m-]-J)'-i /»^ 
(»-l)! V" 



2;r 



5) I (a + M 'Ix * dx=^ -^, - ; ^-T-r- — 

^1 _. f(a + IxY ^' ^^ 

(m + 1) 6 J a; 

«> /is 



?a; 



(a + 6a:)"» 



. dx = — 



Za; 



--, + 



(»! — 1) 6 (a -f Ja;)' 

1 /* dx 

' (m — 1) J J x (a A^hxy-^ 

7) J (o + 6a;) Za; . <ir = ^""^j*- * Za; — ^J ?a; — aa; - ^fta;'. 



Mf 



36 



/a: — ", Ix — a*x 



8) r(o+6a;)*i[a;.da; = ^"-+j 

a6a;* 6'a;' 
2 ~ 9 ■ 

9) /(« + *a;)» Za; . da; = ^" +|^^* Ix — ^* Za; — o'a; — 

_ I o»6a;« — I a6«x« — ^ 6«x*. 

1^) j:cr£bx'^ ^ 6 '"^'^ ^'^ + ^) — j-j a;^ (« + *^) ■ ^*- 

Das hierin noch ubrig bleibende Integral I&fit sich nicht 
anders, als durch die Entwicklung von l{a-\-bx) in eine Beihe 



bestimmen. 



'2' h 



Ix 



X 



.+., -=-..-^w+i'«+^ 



(a -(- 6a;)' 



, Ix 1 . 

"^— 26(a-(-6a;)"«"'" 2a6(a + 6a;) '^ 

^ 2a''6 a + 6a; 



"> /-B 



Ix 

(a -f ix)* 



• dx = 
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Ix 

~36(a+6a;)» 

1 



"I" Mb (a + 6a:)* + 



_1_ - 4. 1 7 ^ 

"•" 3o«6 (a + k) ■'' 3a«6 a +bx 



^*) /-(«^ 



+ 



(a + 62;)' 
1 



<is = 



7a; 



(n — 1) 6 (a + ix) 
+ 



»^ - + 



^,+ 



{n—l)ah [(n — 2) (a + fta;)"-2 ' (n — 3) o (a + te)^ 

+ J_^ + 



...+ 



(n — 4) a* (a + 6a;)' 

L . . , 1 

2 • a—* (a 4- 6a;)« ' 1 • a"-» (a + hz) 



+ 



+ 



(n — 1) a»-i 6 



\a + bxj 



(n>l). 



2/(1 — a:) 



+ 2Z 



l + faT 



16) T-A-^/y^-) -^2:= ,. , .. ^_ 
J a: /a; U — ^/ /a; 1—/^ 

17) / iP"* • ^ • dr = rr™ • e* — mi a:*"^ -(^ dx. 

18) \ x-^'dx = €^'{x — l). 

19) I x^'&'*dx = &''{x^ — 2x-\' 2). 

20) ra;3.e^.(te = e^.(a:8 — ar2 4-6a; — 6). 

21) / a:*.c^.da; = c^.(a;* — 4a;» + 12a;2 — 24a; + 24). 

22) Jx^'^'dx = e^.(a:» — bx^ + 20a;« — 60a;2 + 120a; — 120). 



23) I x'^*&''dx = €^' 2 (—l)p-pll^yx"'-p. 

pssQ 

.. I^e^'dx e^ 1 f^e^ dx 

^ J x"" (m — 1) x""-^ ~^ m — 1 J x"^-^ 
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Bei der Anwendang dieser Formel gelangt man schliefilich 

zu dem Integral f — dx, welches nur mit Hilfe einer unendlichen 
Reihe ennittelt werden kann. 

/^ ^ _ _ c^ l^e' dx 
x^ X J X 



J9:sm— 1 



29) fj^iP-.^-^. y^ 1 + 



jp^i pi I \ X'^P 

1 ^fF'dx 

+ (wr=^! 'J x "" 

30) j x^ar^' dx. 

Es ist ar"" = e* • «'«. Wird nun ic • nto = ^r gesetzt , so ver- 
wandelt sich das gegebene Integral in das folgende: 

( ZflW^ / ^^^^' welches nach den vorhergehenden Aufgaben 
ermittelt werden kann. 



§ 20. Integration von Ausdrttcken, in welchen 
Logarithmen und trigonometrische Funktionen 

zugleich vorkommen. 



1) I e^* 

2) /^.sin^.dir=^(^":^-^*). 



, e^"" (sin a; + a cos a;) 

cos a: . <ir = — ^^ — ^ , «> • 

1 + a* 
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3) /e« . cos -^r . «fo = ^' «»« ""'^j» f "J + « ««s ^) _^_ 



4) I c«*. 

/ 



n« + a2 

+ 2 1 v - • r ^^ • cos "-%.rf:i\ 
e«^ cos a; (2 sin x-^-a cos a;) 

^- . cos «^.£fo = '"'- ^^' '^ (3 sin ^ + a ^.^^ x) 

6^^^(8111 a: + « cos x) 



cos 2a:-da; = 



+ 



2 c-* 



+ 



a + a^) (9 + cr^) 



a\ C ^x A J3 ^ COS ^x (4 sin a; 4- « cos x) , 
6) / c**^ . cos ^X'dx^= 4^ -1 — ^— - + 

^ 16 -|- ^ 



+ 



12c"* cos a; (2 sin a; + a cos x) 



+ 



"(4 + a«)"(16 + a") 
7) f 6-- . sin "a:.(to = ^' g^° ""^ ^° ^i° a: -_n cos^ 



a(4"+"a2)(i6 + aM" 



, w (n — 1) /* . „ , 
n'^ + a^c/ 



8) f^.sm^x.dx= g'sig^(«8iP^-2_cosa:) 



+ 



/ 



c«*- sin ^X'dx = 



+ 



10) Tv^^-si 



4 + a2 
e^^ sin *ic (a sin a; — 3 cos x) 

, 6e^ (a sin x — cos x) 

^ sin ^ ;y (q sin x — 4 cos x) 



2e^ 
a (4 + a 



2i 



16 + « 
, 12g ^ sin X (a sin a; — 2 cos ic) , 24e"* 



(4 + a^) (16 -[- a^) 

11) r^- '-^^ — — ^^-^^ ^^^ — ^^~ ^^ ®^^ ^^ 4- 

J cos "^r ~~ ' (w~— n.y{w — '2)~cos «--^^^ *" 



a^ + (n — 2)^ re^'dx ^ 
•" (w — 1) (w — 2) J cos ^^2^ ' 



12) T- ' • *^ _ _ ^ [g sin x -\- (n — 2) cos x] 
J sin "a; "~. (w — i)^^ -- 2jsiii^-^ ^ 

"^ (w — l)'(w — 2)J sin«"-2^' 
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13) 



14) 



I &*' • COS "^x • sin *a; • da: = 

c"* cos "^^x sin "a; [a cos a; + (w* + w) sin x] 

~ " (m + w)2 + a^ - - - — 

— / I ~\9 i -9 I €^*cos"*-%sin'*-^a;(ir4- 

, (w — l)(m4-n) /^' ^ ^5 • « J 
+ V - 1 - -\-9-x-^ ' I ^ cos "^-^x sin "a; ete. 

c*** . cos "^x . sin *:r . dir = 

^* cos "•x sin '*"^a; [a sin a; — (m + w) cos x] , 

+ 7- , -v.. , -« • I c«* cos "»-^a; sin "-^x - dx + 



/ 



15) 



/ 



(m + 

, (w — l)(m + w) P^^ „ . „ 
+ V- i-^va-T— T • i c«^ cos •"a; sin » 

c«^ . cos "^x . sin "a; . dir = 



-^x-dx. 



e^' cos "^^rc sin ""^a: (a sin x cos a: + w sin ^x — n cos ^x) 

m(m — 1) P^^ „ 9 • „ J I 
- 2 . I 6^^ COS "*"2ic sm "a; . dr + 



+ 



+ 



w (n — 1) 



16) 



/ 



(m + w)^ + 
6*^ • COS "»a; • sin *a; • dr =: 



2 - • I ^^ COS '"a: sin **-^x • dr. 



c*' cos "*~^a; sin ""^a; (a cos a; sin a; + ^ sin ^x — n cos ^x) 

+ 111 (l» 1) P o • o -» I 

/ r \9 -r^^9 I e^"" cos "*-^a; sm "-^a^dr + 
(m + w)2 + a^ J ' 



17) 



/ 



+ ^- ; i^ xJ-i — > -• I c**^ cos "*a; sin "- 2a; da:. 

^.tang»a:.dr=^:^^^?;"^- 
^ n — 1 

;.- f e"^ tang '*-*a: • dr — j e^ tang "-^^j: • dr. 
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Das Integral i 6^ tang x dx, auf welches man hierbei ge- 
langt, kann nicht in endlicher Form bestimmt werden. 

18) \ €f^ ' tang ^x • (tr = [a tang x — 1] — a j e^ tang x dx. 

19) le^' tang *xdx = ^&" [tang ^x — a tang a: + 1] + 

4-i(o* — 2) le<^ts.ngxdx. 



Kapitel V. 

Integration Ton zwei- nnd mehrgliedrigen Differential- 

ansdrftcken. 

§ 21. Allgemeine SSltze. 

a. Zweigliedrige DifferentialausdrUcke. 

Bezeichnen M and N Funktionen der beiden unabhangigen 
Ver&nderlichen x und y, so ist der zweigliedrige Differential- 
ansdruck 

Mdx + l^dy 

nur dann das vollstandige oder tot ale Diflferential einer 
Funktion u von x und y, wenn die sogenannte Integrabili- 
tSitsbedingung erfttllt ist, d. h. wenn 

ist. Die zngehorige Funktion u wird dann gefunden durch die 
Fonnel 



u 



Mdx +j[N- ^-J Mdx] dy + C, 



wobei die oben am Integralzeichen stehende Variable angibt, daU 
im Integranden nur sie allein als variabel zu betrachten ist. 

b. Dreigliedrige DifferentialausdrUcke. 

Der dreigliedrige DiflFerentialausdruck 

Mdx -{- Ndy ^ Fdz, 

worin Jf, N^ P Funktionen der drei unabhangigen Veranderlichen 
X, y, z bedeuten, ist das voUstandige Differential einer Funktion 
u von X, y, z, wenn die Integrabilitatsbedingungen 
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^M^QN m^dl d^^dZ. 

erftiUt sind. Die Fanktion u wird erbalten durch die Formel 



«= tudx-ir r\N 



If Mi.] ^ + 





+/l^-a'/---¥'--/'- 




§ 22. Beispiele. 


1) 


du (x* -\- 6y*) da; + %* (6^ — 5y) <^y ; 




« — i«* + 6a;y* 4y» + C. 


2) 


du — {9xY «*) da; + (9a;«y» + I 28y») dy ; 




M — ar»y» ^a;« + y 7y« + C. 


3) 


(«* + 2y« + a;y) da; - (3a:y + y^) dy . 



^ = ?(^-y)+.^ +a 



4) d!w = 



e^+y 



^ + y 



+ 



y 



a; + y ' 1 + ^2^/2 

1 



+ 



dx -{- 

X 



^ + y 1 + ^1/ 



dy; 



5) dw = 



u 
du 



= e^-H — i{x-\-y)-\' arctang {xy) -\-y -{- C, 



y 
tangv— „ 



efe + 



„ — tang a; + sin y 



dy\ 



= X tang y — y tang ic — cos y -{- C. 



6) dw = 



a (xdx +ydy) ^ ydx-xdy j^f,.ay + c^nxdx; 



u = 



7) du 



a y x^ 4" 2/^ + arctang 



X 



X^ — y^ +^ 






cco^x-\'^by^ 4"^- 



2a;y2 

ic* — y^ 



x + 2y + 7 



%; 



t* = 



-i^yif-a'^'^tang ^ + (^ _5)a; _y«_7y+a 
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8) du = 



2x — y , X — y 



.2 



x'^—y 



'. + ^v+;. + 4x + 3y 



X 



2 



da: + 



+ 



x4-y . X — 2y,o >i 1 



u 



= 1{X' 






y 



dy; 



X 



- J'') + i ^y :-; + i ' (^' + y') - arctang ^ + 



+ 2a;« + 3icy + ~ - 2y 



2 



?y + G 



9) rfw = 



+ 



1^^ y x^j^y^ yi-^~2j 



(ir + 



yi — ^2_ 



^y 



a; 



+ :.2-, -^ + cos 2y ^ 3^^ + 5 



yr_2^2 ' ;r2 + 2/ 



%; 



iC 



«^ = icy 1 — 1/2 — arctang + y V 1 — a;^ + ^ sin 2y — 



2/^ + 5t/ + C. 



10) du = 



ii-y'-^ 



xy 



ix^-^-y^ ]1 — X' 



dx + 



+ 



ii—x^— 



xy 



+ 



y 






+ 



%; 



u 



xi i — y^ -\- 1 (X + Vic* + y«) + y yi _ a;'* + e» + y* - 

-y+c. 



11) dM = 



X x^ 



dx-}- 



2y 



y+y«»4-«/ 



2' 



X' 



^y\ 



y 



2 



"^^'^-^^-^ 



j/Va^'-fy" ,,y+y^*+y 



a;' 



-i? 



12) (iw = 



+ 2 ^^ + '• To" \ + COS ir 
y ^ x^ ' sm (2icy) ' 



X 

dx — 



-\-^ly-\-C, 



X 



2x 



1 y 

t/- sin(2iry) ' X ' 



^y; 



:r 



y 



u= -\-l tang (a:y) — e-' 4~ sin ^z; — 5^4" ^- 
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13) du = 



du 
u 



14) du = 



u = 



(y + £f) (ir 4- (a; + £f) dy + (a: + y) (fcr; 
xy -\- X0 -]- y0 -\- C. 

a, ax + b£ J . b J 
dx \ — wy+ dz: 

y y' ^ ^ y ' 

dx -\-be . ^ 

y 



dx 



15) du= -}- 



X 



1 

y 



z 

yM-T^ 



^y-^ 



4-+ 



y 



y'^-\-z' 



+ ^ 



d^; 



ti 



= I (xyz) — arctang - + ^ + C'- 

z 



16) dM = 



l" + 



,4 ' y4- 



X' 



dx-\- 



i-^ + iy 



<^ + 



+ 






rf^,r=ya:» + y* + «*; 



w 



= f/ a;» + V* + ^« + arcsin |- + f^^ + (7. 



17) du 



(r* — 1)* + i^* ' ' ^ ' ^ 



dx-\- 



+ 



+ 



2y«^ 

(r* — l)« + 4sr 



;; j + 4a; + 2»/ — « 



<iy4- 



1 -i?l± ?*) + •^' _ 2^ _ « _L 1 I 7 



18) dM = 



r = fx^ + y* 4" -^^ ; 

/y« \\ 2x 

M = 4arctang I -^_^l + 3a;* + 4a^+y + y« — y^^- 
dx-\- 



X 






+ 



+ 



iC 



.^(^+^) y^^ 



1 I a:y 



x^y^ 



— smy 



dy + 



X 



2 — ^2y2 ^2 






<2£r, 
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r = y a;* ^ y* + if* ; 

X 

' u^l{z-\-r) — arcsin - + ^"^ + cos y — sin^-sr + C. 

19) Wann ist 

(a^ x"^^ +^12/"' + ^1 ^^0 ^ + (^2 ^'"* + K y* + ^2 ^^*) ^y 4" 

+ (ag x*"* + ^8 y^ + ^8 ^^•) ^^ ci^ vollstandiges DiflFerential ? 
Los.: Mindestens einer der Exponenten muB =0 oder 
= 1 sein. 

20) Wann ist 

(a^ + &! a: + Ci 2/ + <^i ^ + ^1 ^^ + K + *2 ^ + ^2 y + *2 -s^ + 
+ e^t) dy 4- (fls + K^ + ^iV + ^s^ + ^« ^^ + («4 + *i ^ + 

ein vollstandiges DiflFerential und zu welcher Funktion u 
gehort dasselbe? 

Los.: Es miissen die Bedingungen erfiillt sein: 

^1 = *aj ^1 = hj ^1 = Kj ^2 = ^8? ^2 = ^4? <^8 = ^ij dann ist 

«* = («1 ^ + «2 y + «8 ^ + «4 + i (^1 ^^ + <^2 2^^ + ^8 -3^^ + 

+ e^ / 2) + X (ci 2/ + ^1 -^ + ^1 + y (*2 ^ + <?2 ^) + ^ ^8 ^ + c^- 



S o h n c k e's Aufgabensammlung. II. 



IL Bestimmte Integrale. 

Kapitel VI. 

Bestimmte Integrale. 

§ 23. Formeln und Lehrsatze. 

1. Eigentliche bestimmte Integrals. 

1st das unbestimmte Integral I f{x)dx = F{x)-{-Cj so ist 

das bestimmte Integral 

f(x)dx = F(b) — F{a), es entsteht also aus dem un- 

bestiipmten, indem man fiir x die beiden Grenzwerte einsetzt und 
in der angegebenen Weise subtrahiert. 
Andrerseits ist 

II. / f{x)dx = Um 

+ . . . + (Xn-l — Xn-2) f (Xn-l) + (ft — Xn-l) f (b) 

|n=0O, 

•J 

wenn man das Intervall a... ft in die Teilintervalle a.^.x^^ 

*^-\ • • • X^ • Xfi — 2 ... *^/i— 1 J *^n — 1 • • • v/ L"1XL. 

Fiir bestimmte Integrale gelten die Fundamentalformeln der 
unbestimmten, z. B. 

III. J%\ {x) + f^ {xhx = jVi (^) dx ±jy, (x) dx, 

/)b pb 

Af {x)dx = AJ f (x) dx (A ist eine Konstante), 
a t/ a 



(^1 — a) /■ (a^i) + (^2 — «i) /■ (««) + 
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/'^du ^ r 1* p^ dv , 
-^ v-ax = \uv\ — I u , ax, 
a dx [ \a J a dx 



AuBerdem ist 



VI. r f{x)dx = — rf{x)dx, 

fj a J h 

^11. pf{x)dx=t f{x)dx-^pf{x)dx. 

Ist (f {t) eine eindeutige Funktion, die entweder nur wslchst 
Oder nur abnimmt (monoton), so ist, wenn x^=(p{t) gesetzt wird 



vni 



. / f{x)dx= j fl(p{t)\ Zdt, wobei (q und t^ aus den 

Gleichungen 

(p (t^) == a, (p{t^)=zb zu bestimmen sind. 

Ist die Funktion (p {t) nicht monoton, so hat man die einzelnen 
Gebiete ins Auge zu fassen, in denen sie monoton ist 

Ein Integral wird nach einem Parameter a, der nicht in 
den Grenzen vorkommt, differentiiert, in dem man den Integranden 
diiferentiiert. Vorausgesetzt ist, daB der Integrand nebst seinen 
ersten Ableitungen in bezug auf a und x zwischen den Inte- 
grationsgrenzen endlich und stetig ist. Dann ist also 



IX. 9 I f (x, a)dx= I 2 - dx, Ebenso ist 



• / I / f{x,a)dx)da=f ( / f (x,a) da]dx, 

V an\t' a I V a\t! ao I 



X, 

tf Off \z' a I c/ a \ c/ a© 

Ferner ist 



^'•i 



j"^ f{x)dx^+f (b). 

Kommt in a, b und f (x) eine GrSBe c vor, so ist 
XIIL 9- /V(.)<i.=-Aa)9? + n»)»+/;|^& 



2. Uneigentliche bestimmte Integrale. 

a) 1st in einem bestimmten Integral der Integrand fur alle 
Werte von x, die zwischen den Grenzen a und b liegen, mit Aus- 

7* 
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nahme einer endlichen Anzahl derselben stetig, so lafit sich das 
Intervall a... 6 stets in solche Teilintervalle zerlegen, dafi in 
jedem derselben nur ein Unstetigkeitspunkt vorkommt. Ein 
solches Teilintervall sei a.^.x^.,.^, wobei f(xQ) = oo. Dann 
definiert man: 

r 



XIV 



. I' f{x)dx^= lim I t\x) dx-\- \ f (x) dx 



C/ xo-\-e' 



£=r() 

«'=0 



Sind € und «' unabhangig voneinander, so lafit sich zeigen, 
daB nach dieser Definition das Integral einen Sinn hat, wenn 
a zwischen und 1 so gefunden werden kann, daB 



lim 



(x — x^yfixu einen endlichen Wert hat. 



IXsssXq 



b) Wird ein Grenzwert oder beide unendlich, so definiert man 



f [x) dx = lim I f (x) dx 

a tf a 



und 



ft;=soo 



XVI 



•/; 



■oo 



oo 



f ix) dx == lim 



f {x) dx 

-co' 



Q}=OG 



Damit das Integral einen endlichen Wert hat, ist hinreichend, 



daB a so gefunden werden kann, daB lim 



x"" f (x) 



a: = oO 



0<;a<;i einen endlichen Wert hat oder zwischen endlichen 
Grenzen schwankt. 

Unter den verschiedenen Methoden zur Auswertung be- 
stimmter Integrale sind hervor?;uheben : 

1) Ableitung aus unbestimmten Integralen, 

2) Differentiation unter dem Integralzeichen, 

3) Integration unter dem Integralzeichen, 

4) Reihenentwicklung unter dem Integralzeichen (siehe im 
folgenden Band). 

Ebenso wie bei unbestimmten Integralen wird die Substitu- 
tion neuer Veranderlicher, die partielle Integration usw. angewandt. 



§ 24. Auswertung bestimmter Integrale aus 

unbestimmten. 



1) fydx= g (§ 3, Aufg. 2)). 
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^'/;"=^ 



j«H-i _ a«4-i 



a n+1 

e/ »^^ + a 






p, . /»* diC TT 

Jo «' + *'^'' ~ 4a6" 



3 
10 



a;*-|-l - a; re tv ^^ n n 

+ x* + i "^ ~ ays ~ Gf3 "*" eyf ey'i ~2yf 



TT 






a; 



Sa^ys 

3a 3a y 3 



5?i 



18 y 3 

2a {2a^)p • p ! 



12) f_y - .y d. = ^2^ ^-^ ^2p - 1) (2^ - 3) ... 1 

[p positiv und ganzzahlig). 



8 — 3Z5 — 6 arctang2 



arcsm 



X 

a 
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= arcsin 1 — arcsin = ^ 

^ 



13) n-d±a.=^ 

Jo l+Va; 3 

14) f-i- = 

(Vgl. die Definition von arcsin x, Bd. I, pag. 10 f.) 
Dieses und die nS.chsten Integrale bis Nr. 20 ergeben sich 
aus den Beispielen auf S. 48. 

15)j^y^f^^=i«'2- 



>* ^^-cir 



c/ I «^ — a;2 



s 
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V ya* — x^ 



>* ic^.cir 



18) ^-,^l:^?^ = ^«^ 

Q, /»« a;'^-da: _l-3-5....(2r — 1) ^ n 
^^^Jofa^-x^~ "2.4. 6... (2r) '" -2* 

/" a;^-+^.(fo _ 2.4^^...(2»0 »,+i 
^ j fa' -x^ ~ i • 3 • 5 . . . .'(2r 4- i) ■ " ' 

21) j^a; ya -a; •<to-2.4.67..".T2M-2) '^ "2 

Diese und das folgende Integ;ral folgen aus Aufgabe 19) 
und 20) dieses Paragraphen, wenn man '^a' — x^ durch 

ersetzt. 



a' — x^ 



Vo* — x' 



22) ra:-t.ya-.-;. . &= 3 Jf*;^;j^gj ■ »-«. 



1 

x^'dx n 



23) J j^^ = -^^^-^ — (m + 1 > w, m und w gerade). 



sm — ' — 7t 
n 



Anl.: Setzt man in Aufg. 74) auf pag. 17 fiir Pk und Qk die 
Werte ein, so folgt 






f^x^dx 2 ^ 1 ,, « ^ /2fc+l \ , 
I -T—, — - = > -„ Z (x^ — 2x cos — ! — TT 4- 

+ l).cosP±^(m + l)^) 



*="i^ / /2^- + 1 

2 X" . r~'^^\nr"']\ . /2ife+l 



\ ^^'^ ( 



w ••■ I . /za; + 1 \ I \ « 




+ V 2 ^'■'^t^ng^ Toz. oIT^- sin -5^(»»+l)'' 



Die erste Summe kann man schreiben: 
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2 



— ^^^ 2 cos|-^^(m + l)7rj 



its 



n-2 



ifcssO 



2 x? 1 7/1 2 /2A + 1 \ , 

^ 2 

Die Glieder fiir ^ = und lc= — ^ — und entsprechend die 

andem zerstoren sich in dem ersten Ausdruck gegenseitig. Fiir 
x = -\'OQ verschwindet auch der zweite, 

/2A+1 W 

X — COS! —^\ \ 

arctang | T<ikAr\ — \ — 1 ^^* ~ "^" 2~ > sodaB nur flbrig 



2 



bleibt — 2 sin 1 — ^^— (m -f- 1) 7t\ 



Durch Benutznng der Formel sina= ^-- laBt sich diese 

Snmme leicht als geometrische Beihe darstellen nnd summieren. 
Man erhalt 

* — g- ^ 



t2 



in '— - (m + 1) TT = -^ — j-jr — - . 

\ w ^ ' M sin /(^ + 1)^\ 



Fiir ic = + °^ wird also dies der Wert des Integrals. 

Fiir x = verschwindet, wenn man das Integral in der 
ursprunglichen Form betrachtet, die erste Samme, die zweite wird 

Auch hier zerstOren sich entsprechende Glieder, sodaB f&T x = 
der Ausdruck verschwindet. Also ist 
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/. 



i"+^" 



7t 

n 



. /(m + l)7r\ 



Tt 



24) i cos a; die = 1. 



2 



siniccir = 1. 



25) r si 

/a 1 

cos (pa: + g) (ir = - [sin (p + g') — sin q], 
1^ 

sin {px-\-q)dx= [cos (p + q) — cosp], 

P 



^^' /. 
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cos ^"^x dx = 



/2nv 

\w/ 7t 1.3.5...(2w — 



22i 



(2W — 1) TT 



2.4.6.. .2w 



2^ 



29) r si 



sin 2«a; d.r = 



_ 1 3 . . . (2n — 1 ) TT 
2-4. ..2w ' 2 



'^ /. 



^ o„.i ^ 2-4...2w^ 

cos 2«+la; cir = 



2~ 



31) r si 

an 

32) / si 



sin 2"+^;^ dx = 



3 • 5 . . . (2w + 1) 
2 • 4 . . . 2w 



3 • 5 . . . (2w + 1) 
sin ax sin bx dx = 0. 



cos ax cos bx dx = 0. 



TT 



34) r^^dz=i- 

^ J Q cos ®a; 5 



* dx 



3 



^^) /rcor».~ = l>'2 + -Ztang^^. 
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36) f si 



7t 

sin 2"*rr cos ^""x dx = 



hssm-\-n 
A»0 



2 (-»• en („/:_») 



cfcr n 



^-. P^ dx 7t O^ TO 

37) I — p^ = , , wenn a^ > 6^ 

Jo « + 6 cos a; ya2_j2 -^ 

38) r"" ---?^ - =0, wenn a2<62. 

^ J Q a + 6 cos a: ' 



7t 



39) i — —i^ = -^:z_ arccos \-\ i, wenn a>>6. 

J ^ + * cos a; y ^2 _ j2 \— a / ' "^ 

40) I — , ^ — = -^ ^^=^_ I ^ — ^— , wenn a<K 

Jo « + * cos a; 1^2 _ ^2 \ a /' 



TT 



41) f-^j^-=y 

Jo^n^cosa; a 





71 



42) r— '*^— = 

J ^ — a COS re 






oo 
n — n oaa. rr. 

27r dx 27C 



+ 6 COS :r + c sin a; y~«2 j2 ^2 



">/.s 



2 cir TT 



j2 COS ^x + 6^ sin ^x 2 y aft 



ITT 
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45) I tang ^»+^ar da: = ^^ — ^— ^ + ^^ ^ + 



2n 2w — 2 ' 2w — 4 

4....+ (_l)n-l..l +(_l)n. 1 ^2. 



Tt 



46) £ tang ^xdx = ^--^-j - ^^^^-g + ^-^^ ± 



+ ... + (_l)«-i. j.+ (_l).^. 
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COS bx dx ist unbestimmt , der Wert dieses Ausdrucks 

h&ngt davon ab, in welcher Weise die obere Grenz€ un- 
endlich wird. 

*48) C^sinbxdx. Dgl. 
*49) I xtsingxdx = oo. 

/300 

* 50) I sin 2«a: dr =: oo. 

)00 

COS 2»a; dx = oo. 


2~ 






52) / cos mx . (cos a;)*" . dx = 



(2n)! 1 . mrt 

— (22 _ rit^) {d^— rn^) . . :[{2nf^m^] ' m ' ®^^ Y 

Anl.: Man integriere zweimal partiell. 

)2«4-l . dx = 



53) i cos mx ' (cos rc)^ 



(2n + l)! WTT 

^ ^ cos 



(1^ — m2)(32 — m2)....[(2n + l)2 — m^J """ 2 

/'' 1 

a^lxdx= — ,--f-^rT2, m>— 1. 

/'^^ „ , 1 



*55) i e-<»^dic = - 
Jo « 

)0 



56) I ic'»e^da; = l — m-\'m{m — 1) — m(m — 1) (m— 2) +. 



e/ — oo 



fiOO ft 

67) j e-«'cos6a;da; = ^"^^, . (Vgl. pag. 89, Aufg. 81) u. 82).) 
59) I arcsin a; da; = -a- — 1. 
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arc cos xdx^l. 



61) I arctang xdx = .- — ^12. 

pi TT 1 

62) 1 arc cotang xdx= - + ^ ? 2. 

Jo 2(w + l) n + lj,yi_^2 



64) r a;» 



TT 1 1.3...W TV _ 

oT — r^iT i--i • ci-A I i • cr> wennn ungerade, 

2(n+l) n + l 2.4...W + 1 2' ^ * 

n 1 2-4. ..n , 

iw — r^r\ 1~^ • ^~b 1 "i > wenn w gerade. 

2(w + l) n+1 1.3...n+l 

J 1 1-3. ..n TT 

n + 1 2-4... w + 1 2 ' 

wenn w ungerade, 
1 2.4. ..w 



*65) r'-^ 

Jo /l^ 



, - . o I i ) wenn w gerade. 

w4- 1 1.3...w-f-l ' ^ 



sin X J 7t^ 

^_ _-da: = ^ 

iC2 8 






arc cos x ^ n^ 
-a;2 8 



+°® arc tang re , ^ 



1 + ^' 



oo 

2 



♦Tft^i r^ a:^ arc sin a; 1 n^ 

/'l a;* arc t ang x 1 2 ^o-'^ J- 



8 
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§ 25. Differentation und Integration nach einem 
Parameter unter dem Integralzeichen. 



"/: 



a:*~^ • dx = 



n 



Wird die soeben genannte Gleichung in bezug auf n wieder- 
holt differentiiert, so ergibt sich 



2) r^-^^{ix).dx=- \ 

3) Ta^-i 






a!^^ • Qx)*-dx=^ — 



1-2-3 



1-2.3.4 



5) r a^-^'(lxy-dx = 

/I 
a;«-i (Ix) ""dx = (— !)« - ; 



m! 

m+l 



Wenn man die Gleichung 1) in bezug auf n wiederholt 
integriert und das erste Mai 1 und n, die folgenden Male 
dagegen und n als Grenzen fiir diese Integration wahlt, 
so findet sich: 



Ix 



. dx = In, 



8) /; [-!:,7i 



x(ixy 



n 

Ix 



> dx^nln — w. 



Yl' 



2lx 
n^ 



. dx = ^ In — f n' 



n 



8 



rJr = ^n«/n— i^wl 



10) r^-A-- ^ -- 

Setzt man in den letzten Gleichungen x = e-% so folgt: 

/>oo 1 

e-"'.dz= . 
w 



^^>i. 



. dz = In. 
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\ne' 
z 



*13) J^l 



1 — c-"^ 



' dz^n 'In — w. 



n 1 — e-"^ 

«r2 I ^3 



. d^ = 



w 



n 



iw^. 



2 



n" n 

0>«2 I 



2-^' 



z 



8 



1 — e-"^ 

~*4 



, dz = \n^ ' In — i^w*. 



Setzt man in Aufg. 58), pag. 106 6 = 1, so ergibt sich 






c-«* • sinx ■ dx = 



o^ + l 






e-«* . a; sin a; • rf^ = 



e-«^ . x^^ sin a; . da; 



Wenn man diese Gleichung in bezug auf a diflferentiiert, 
so wird 

2a 

(a2+l)2' 

_2(3a2 — 1) 

*im C"^ a. s ' 1 24a(a2 — 1) 

* 19) i e-«* 'X^ ^mx 'dx=^ , ' , ., XA • 

Jo •(«' + !)* 

*oAN /''^ «x 4 • ^ 24 (5a* — 10a2 + 1) 

* 20) I e -«^ . a;* sin a; . da: = -^ - ,,- , --^r-. — - • 

Wenn man die Gleichung 16) in bezug auf a zwischen 
den Grenzen und a integriert, so wird 

/>oo 2^ e^"""^ 
— — - • sina; • dx = arctang a. 
*^ 

Setzt man hierin noch a==oo, so ist 



22) n^^ 



sin a; , n 

- , dx= ^ 

X 2 
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e-«^ . cos a; . da: = 



a 



28) j^ - „.+ l 

Folgt aus Aufg. 57), pag. 106 wenn 6 = 1. 

Die Gleichung 23), wiederholt in bezug auf a differentiiert, 
liefert 

24) I r-"^ . a: cos a; • da: =: 



[a^ + 1)' 



riOQ 



^"''L 



C-" . x'^ cos X • dx =^ 



2a (a'' — 3) 
(a^ + 1)* 
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Jo (o' + 1)* 

♦ o-Tx P°° .T 4. J 24o (o* — 10o» + 5) 
*27) I e-" • X* cos X • ax = — ^ ,— r <vi— — • 

Jo («' + !)* 

Wenn man die Gleichung 23) in bezng anf a zwischen 
den Grenzen and a integriert, so wird 

/>00 1 p—lix 
^ 

*on\ Z'®® sinew; .„^ , ^ « 

* 29) I - • c-'"^ . d:z; = arctang 

Anl.: Der Wert dieses Integrals kann dadurch gefunden 
werden , dafi man beide Seiten der Gleichung 58), pag. 106 
nach a zwischen den Grenzen a = m und a = + oo in- 
tegriert und hierauf a ftir b schreibt. 

' dx= + ,jQ nachdem a positiv Oder negativ ist. 

Q X Z 

^ sin or cos 6a: , tt ^ r-^ /x 

dx= , wenn a>>6>>0. 

X u 

Anl.: Nach Aufg. 30) ist T"^- ^^° ('*^+-*) ^ efo = |- und 

V - -' dx = - - Durch Addition ergibt sich das 

gesuchte Besultat, durch Subtraktion: 

^ sin hx 0,0^ ax J ^ ^ i^ r^ 
- rt;r = 0, a>.6>>0. 



31) r 

c/ 



X 






>— a 



Anl.: Werden beide Seiten der Aufgabe 58), pag. 106 

cos h 
mit , dh multipliziert und hierauf nach h zwischen den 

Grenzen 6=0 und 6 = + oo integriert, so ergibt sich 

/*°^f .. /'^^ sin 6a; cos 6 „ 1 , f^"^ cos 6 „ 

Vgl. die Satze iiber mehrfache Integrale im folgenden Bande. 

Die Integration in bezug auf x kann in der Weise aus- 
gef iihrt werden, daB man zuerst von x = Q bis a; = 1 und 
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hernach von x = l bis a; = oo integriert. Bei der ersteren 

dieser Integrationen {x<il) ist i , d6 = 0; (vgl. 

Aufg. 32)) bei der zweiten dagegen (x'^l) ist dasselbe In- 
tegral = ^ - Es ist somit 



2 Ji ' ^-Jo a^ + b^"^^ 

•* ^14 /'^^ a cos ft „ n ^ 
woraus weiter folgt I 2 • ^2 '"^^ o^ • 

Wird in der letzten Gleichung b^=ax^ db = adx gesetzt, 
so ergibt sich die verlangte Formel. 



-) a. 



cos ax J 71 ^ 



^smbx — Bin ex ^^ , . a(b — c) 

_ e-ax . ^ __ arctang — ^ , , ^ 

a; ° a^ + *^ 



36) r 

e/ 





An I.: Der Wert dieses Integrals kann dadurch erhalten 
werden, da6 man beide Seiten der Gleichung 57), pag. 106 
in bezug auf b zwischen den Grenzen b = c und i = 6 
integriert. (Vgl. Aufg. 29).) 

2 



°° cos ex — cos bx ^^ J . 7 « + *' 

Dieses Integral ergibt sich auf gleiche Weise aus Auf- 
gabe 58) wie das vorhergehende aus Aufg. 57). 






— . COS ax 'dx = ^l 2-_r 2 • (Nach Aufg. 57).) 

Q X a — r~ c 

OO^-cx ^-bx ^ ^/J c\ 

— . siu fj^ , fji^—. arctang - ; . , • 

X ® a^ + be 



(Nach Aufg. 58).) 



00 ^-ex ^-bx J 

, ^x=^l 

X e 



4:1) J I (^2-^-2) • COS ax.dx = -^ {€-" — e-'"-). 



/yC—1 /yb—'l /• 

, ^x = l , 

Q /a; 6 
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A n 1. : Man setze in Aufg. 34) an die Stelle von p und 

integriere nach der Konstanten p zwischen den Grenzen 
p = c und p = b. 
It 

*2) £ 1 + a^ang H = 2 (1 + a) ' ^^''^^^- = ^""^ ^ = ^^ 

p arctang (a tang^ ^ _ J 
^ J ^ang X 2 ^ ' ^ 

Anl.: Man integriere beide Seiten der vorhergehenden 
Gleichung in bezug auf a zwischen den Grenzen a = 
und a = a. 



n 



= ^ 12, Anl.: Man setze in Aufg. 43) a = l. 
tango; 2 ^ ^ 



7t 



*"> £ 



2 ^ 

l^mx ' dx = — Q^ 2. 



Anl.: Die Methode der teilweisen Integration liefert 

Jo tang a; [ Jo Jo ^ . 

woraus sich der Wert des vorgelegten Integrals sofort ergibt. 



/7t 
Zsi 



%\\ix ' dx = — 7tl2. 



Anl.: Dieses Integral kann aus Aufg. 45) abgeleitet 
werden. 



2 ^ 

lQ,o^xdx=^ — 9^2. 



47) f 

d 

48) I ? (1 + cos re) . rf;r = — ft 1 2. 

49) I Z (1 — cos x) ^ dx=^ — nl2. 

50) a) I 7 (1 + 2a cos :r + a^) • d^ = 0, wenn a abs. << 1. 
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/7t 
Z(l + 



2a cos X'\-a^)' dx = nla^, wenn a abs. > 1. 



Anl.: Das vorgelegte Integral kann dadurch bestimmt 
werden, daS man dasselbe znn^chst nach a differentiierty 
hierauf die Integration in bezug auf x zwischen den ge- 
gebenen Grenzen ausfuhrt und das so erhaltene Resultat 
wieder nach a integriert. Bei der letzteren Integration sind 
im'Falle a<;i a = und a = a, im Falle a>l dagegen 
a = 1 und a = a als Integrationsgrenzen zu wSlhlen. 



.1 



Isinx 



+ 2a cos a; + a 



2 



dx= :r^ 



ft 



.1 



1 — a 



9 



^x C""" ^sin x_ 

^^ J Q 1 -f 2a COS :z; -f a2 



1 — a^ 2 ' 

wenn a abs. < 1. 

2 — 1 
2a^ ' 



, n J a 

dx= 2- ^l 
a^ — 1 



wenn a abs.>l. 

Anl.: Mit Hilfe der Methode der teilweisen Integration 
erhalt man zunachst 
^ I sin X 



I 



Q 1 + 2a COS a; + a^ 

= U sin a; . / -^y 
J 1 + a 



dx=^ 



dx 

2 + 2a COS X 



n 



JO 



dx. 



+ 2a cos X 
Der erste Ausdruck wird (vgl. pag. 72 Aufg. 54 /?) ) 

jil-T I ^ sin ;r . arctang | j-^ tang y | 

er unbestimmt, sein wahrer Wert ergibt sich nach be- 
kannten Methoden ^0. 
2 



7t 



Jo 



Fiir ic = wird 



a- 



Z sin re • arctang (^-^7 ^^^? ~^\ 



x — n 



7t 



a^ 



r 

e/ 



Also ist 

Z sin a; , 

1 + 2acosa; + a2 



Zsina; 



X^iTt 



It 

\ — a-2 



l^iViX 



X=i7t 



— YZT^ I cotang X . arctang L--t_ ^ tang ^ j da:. 



Sohncke's Aafgabensammlung. II. 



8 
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Um das letztere Integral zu ermitteln, differentiiere man 
dasselbe nach der Konstanten a und fuhre darauf die Inte- 
gration nach X zwischen den gegebenen Grenzen aus, wo- 
durch sich ergibt 

d P'^ /I — a ic \ , 

^ I cotang X . arctang (j , ^ tang g ) *^ = 

^ P'^ cotang X • tang ^x - dx ajt 

"""""^JoCl + ^r + a — «)'"tangH^"^ 1 — a^* 

Werden beide Seiten dieser Gleichung nach der Multipli- 
kation mit da wieder in bezug auf a integriert und zwar, 
wenn a<;i ist, zwischen den Grenzen a = und a = aj 
so folgt 

I cotang X . arctang I , tang \dx — 

— ^1 X cotang xdx = — Z (1 — a% oder 

/^ /I — a X \ ^ 

cotang a; . arctang L --, tang \dx=^ 



= i 



xlmix 



— \ I Isinxdx- ?(l_a2) = 

e/ ^ 



= \lw\x 



+ J/2- ?/(!-««). 



Es wird demnach 

/'T Z sin a; • da; 7t 

/ 1 + 2a cos a; + a^ 1 — a^ 



l^mx 



2 

1 — a^ 



71 

2 



Zsino: 



ar = TT 



+ 2'2 



a:= TT 



TT 



l-a' 



— 1 — a'^ * 



Ist der Wert des vorgelegten Integrals fur den Fall 
a <; 1 gefunden, so kann daraus auch der Wert desselbei 

far den Fall a > 1 mittels der Substitution a = . wo 



a" 



a' <C\, abgeleitet werden. 






J 
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J Q 1 -f- 2a cos iw; -f- a^ 

p;9^ Z^^'" . 1 7 l + 2acosa; + a2 
53) j^ <^^t^"gi^-^ + 2acosn^ + a^ 



. d^ := 0. 



§ 26. Satze iiber naherungsweise Berechnung 

bestimmter Integrale. 



Urn den Wert des bestimmten Integrales I f{x)dx, welches 

den Flacheninhalt der Kurve y = f{x) in dem Intervalle von 
x = a bis a; = 6 reprasentiert, naherungsweise auszurechnen, kann 
man sicb das Intervall in n gleiche Telle geteilt denken. Die 
Teilpunkte mogen mit XQ = a^ x^j Xc^, ... Xn = b und die zuge- 
horigen Ordinaten der Kurve mit y^. y^, y.2, ... ya bezeichnet 
werden. An die Stelle eines jeden so erhaltenen Flachenstreifens 
kann nun ein geradlinig begrenztes Trapez gesetzt werden, dessen 
Hohe gleich der Breite des betreftenden Streifens und dessen 
parallele Seiten die zwei den Flachenstreifen begrenzenden Ordi- 
naten sind. Dann gilt naherungsweise die Formel 



/ ydx = 



i (^0 + 2^i) + i (^1 + 2/2) + • • • • + 



+ i iVn-l + yn) 



b — a 
n 



i (^0 + 2/n) + ^1 + ^2 + • • • + 



+ 2/«-i 



b — a 

— I 

n 



Ein anderes Verfahren besteht darin, daB der Kurve y=/' (a;) 
eine Parabel wter Ordnung substituiert wird, welche mit der ge- 
gebenen Kurve (n-{-l) beliebige Punkte XQ=a, t/o; ^d Vi'i 
..,Xn = b,yn gemein hat. Die Gleichung dieser Parabel lautet, 
wenn zur Abkiirzung 

{x — Xft) {x — x^) ... {x — Xj) = xp {x) 

gesetzt wird: 

8* 



Urn 



auf, ist also = 1. Mithin hat Yfiir x = xi 
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_ ip{x) , _^(ic) , 

''-xp\x,){x-x,yy''^xp*\xS{x-x,yy'-^'''-^ 

xi>{x) 

^ xP'{Xn){X-X,) ^«' 

(Interpolationsformel von Lagrange). 

Ist namlich Xk irgend einer der Werte x^..,Xn^ so ver- 
schwindet ip{xt), mithin jeder der Koeffizienten von y^.,.yn 
auBer dem von y*. Dieser tritt in der unbestimmten Form 
xp{x) 

\fj* (rr*) {x — Xk) 
den Wert y*, was ja verlangt war. 

Es darf daher naherungsweise gesetzt werden 

/)b rib 

ydx = I Ydx = 
a (J a 

/'* xp(x)dx P^ \p{x)dx I 

aXp' {XJ^{X -X])'^^'J arp' {X,){X-X,)'^ -''^ 

ifj (x) dx 

Xp* {Xn) {X — Xn) ~ 

= 2/0 A + 2/1 A + • • • + 2/« A, 
wo ^ , ^1 , . . . J.« konstante Zahlen sind, die nur von der ge- 
wahlten Einteilung des Intervalles abhangen. Der Einfachheit 
wegen werden die Teile meist einander gleich gemacht. 

Anmerkung: Zur leichten Bildung von ip* {x) 
folgende Bemerkung. Es ist 

Xp (X) ==(X X^)(X — X^) ... (X — Xn) 

Ip'X = (X — Xci) {x — rCj) + . . . (^ — X„) + 
-{- (x — X^) {X — X,^) + . , , {X — Xn) + 



+»■/'. 



,^^ dient 



-j-(x — x^) (x — x,^ ... (a; — x^-x), 

Fiir x=^Xk fallen alle Summanden fort auBer dem, der xj, 
nicht enthalt. Somit ist 

^)* (Xk) = \{X — X^ (X — X.,) ...{X — Xt-i) (X -- Xt+i) .,.{X~ Xnjlc^j^. 

Bei Voraussetzung gleicher Teile folgt fur w = 2, in welchem 
Falle die Parabel eine gewohnliche ist, 

ilj(x) = x{x — ^)ix — l), A,=J\2x^ — 3x + l)dx = -\-i, 
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indem das Intervall als Einheit and sein Anfangspunkt als An- 
fangspunkt der Zahlung gewahlt wird. . Ebenso findet sich 

so da£ man hat 

(Simpsonsche Begel.) 

Wird dai? Intervall allgemein in 2w gleiche Telle geteilt und 
auf den ersten und zweiten, den dritten und vierten Teil etc. die 
Simpsonsche Kegel angewendet, so ergibt sich 

2) j ^ y*z^ = [(yo + y2») + 4(y, +ys+y5 + --- + 2/2n-i) + 

+ 2 (t/2 + y* + • . • + 2/2.-2)] - ~ ^ • 

Falls das Intervall in drei gleiche Telle geteilt wird, wenn 
also n = 3 ist, so wird durch eine Rechnung, welche der zur 
Herleitung der Formel 1) ganz analog ist, gefunden 

^ 2/ (ir = (1/0 + 31/1 + 3^2+^8) -g . 

Fur w = 4 ergibt sich noch 

4) /% d^ = (72/0 + 322/, + 12i/, + 321/3 + 72/,)*""*. 

Die Koordinaten ^, ij des Schwerpunktes einer Flache, welche 
durch die Kurve y = f(x)^ die Abszissenaxe und die Geraden 
^ = a, x=^b begrenzt ist, werden nach der Simpsonschen Kegel 
naherungsweise durch folgende Formeln bestimmt: 

^^ 0-yo+l'4-i/i+2-2»y2+3'4«y8+4.2.i/^+...+ 2n.y2n b—a 
^ ^ yo + 4i/i+22/2 + 42/3 + 22/, + ... + y2« ' 2n' 

^_iyo' + 4t/,^ + 2y2' + 4y3^ + ... + 2/2n\ 

' * ^0 + 4t/, + 2^2 + 4«/s + . . . + yin 



§ 27. Beispiele zu § 26. 
1) Man berechne naherungsweise mit Hilfe der Formeln des vor- 

/>2 ^/p 
, =? 3 = 1,0986124 .. . 
q1 -f" ^ 
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L6Si a) Nach Formel 1) findet sich /=(1.1 + 44 + ^).} = 
= V* = 1.11 • • • Der Fehler f ist demnaeh f=-\- 0,0124987. 
/J) Die Formel 3) liefert J=(l-|-3:. | + 3 • 1 + ^) 1 = 

= 1,1047619 
/•= + 0,0061495. 
y) Die Formel 4) ergibt J=(7 + 32 • | + 12 • ^ + 32| + 

+ 7-i) A = 1,0992591 
/• ^ + 0,0006467 
8) Nach Formel 2) fur n = 6 erhalt man 

J = 1,0986362 
/• = + 0,0000238. 

2) Man berechne a) die zwischen der Kurve y = l-}-x^x^^ 
+ x^j der Abszissenachse und den Geraden x = und x = l 
enthaltene Flache F; 

/?) das statische Moment M dieser Flache in bezug auf die 
F-Achse. 
L6s. a) In diesem Falle liefert die Simpsonsche Kegel das 
genaue Resultat F=|^. 
/?) Die Formel 4) § 26 ergibt den ebenfalls genauen AVert 

3) Es soil mit Anwendung der Formel 5) § 26 ftir w = 3 nahe- 
rungsweise der Schwerpunkt (?, rj) der Flache bestimmt 

X 

1+X' 

szissenachse begrenzt wird und von ^r = bis x = l reicht. 

Los. ?= 0,620; i; = 0,206. 
Die genauen Werte sind § = 0,6192099..., ly = 0,2058712... 

4) Man bestimme den Schwerpunkt (§, rj) der Flache, welche 

durch die Parabel^ = a(l — .A und die positiven Koordi- 
natenachsen begrenzt wird. 

xydx j y^dx 

i.os. i.sm5= \ , .? = i-7, 

I y dx i ydx 

Nun ergibt die Simpsonsche Eegel das genaue Resultat 



M 

werden , welche von der Kurve 2/ = i i ^2 ^^^ ^^^ ^^' 



/. 



b 

y dx = ^ ab. 
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Nach Formel 4) § 26 wird ebenfalls genau 

/)b rib 

xydx = \ ab^, ^ j y-dx =-^ a^b. 

Demnach ist § = | J, rj = ^a. 

5) Es sei J= r^ , ^^ = ^TT = 0,52359877 mit Hilfe der 



y - = i^ = 



Formel 2) § 26, in welcher w = 5 angenommen werden m5ge, 
naherungsweise zu berechnen. 

Los. Man findet J" =0,52359925 und es ist demnach 

/•= + 0,00000048. 
6) Man berechne auf dieselbe Weise 



J= r log. vulg. xdx = 0,1677655. 
Los. J =0,16776510, f= — 0,0000004. 

7) Die Kurve y = ^ , ^ rotiere urn die X- Achse. Man be- 

^ ^ 2 + 3a; 

stimme naherungsweise den von a; =: bis x=l reichenden 
korperlichen Inhalt J der so erzeugten Rotationsoberflache. 
L5s. Der durch Integration gefundene Wert ist 

J= 1,5557781 ... 
Man findet dagegen nach Formel 1) des vorhergehenden §: 

J =1,592, /*= + 0,036, 
nach 3): J= 1,574, f= + 0,018, 
nach 4): J^= 1,5585, /*= + 0,0027, 
nach 2) fur n = 2: J^= 1,5606, /*= + 0,0048. 

8) Es bezeichne f(x) eine ganze Funktion der Variablen x. 
Von welchem Grade darf dieselbe hochstens sein, wenn 
durch die Simpsonsche Kegel , resp. durch die Formeln 3) 
und 4) des vorhergehenden Paragraplien der Wert des In- 

tegrales / f(x)dxgensiu dargestellt werden soil? 



Kapifel VII. 
Geometrische AmrendimgeD der bestimmteB Int«grale. 

§ 28. Aligemeiue Formela. 

Eine ebene Kurve ist darch die Gleichimg 

y = /'(x) Oder durch die beiden Gleichungen 

X = ip (t), y ^= tfr (t) analytisch bestimmt (s, Bd. I, pag. 165). 

a) 1) Die Flache, welcbe zwiscbeu der Abszisseaachse, den 

beiden zn x = x^(t^ t^) und x = Xg{t = l^) gehorenden Ordinaten 

and dein durcb diese Ordinaten begrenzten Bogen der Enrre 

liegt, hat den Inhalt 



) Ihr Schwerpunkt hat die Koordinaten 
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if 



y^ dx 
F 



if 



'« „ dx ,. 

y' dt ^ 



3) Der die Flache 1) begrenzende Kurvenbogen hat die 
Lange 

•*•- ^'dx\\ idy\^ 
^dt 

4) Der Schwerpunkt des Kurvenbogens ist be- 
stimmt durcb 



^=0'+©-=/.W+©'- 



1 = 



/>K'+©- />y©'+©' 



dt 



s s 

5) Der Eotationskorper, entstanden durch Drehung der 
Flache 1) um die X-Achse, hat den Inhalt 

'^ ^dx 



y^dx= 7t f y^ 

Xi (J ti 



dt 



dt 




6) Der Schwerpunkt des Rotationskorpers 5) ist 
gegeben durch 

/>Xi 
xy'*' dx 
X 



dx 



7) Die Oberflache des Rotationskorpers 5) ist 



'"' J - = 7t j xij^^^^dt, r^ = 0, ^=0. 
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S 



1/ 



1 + 



yc 



8) Der Schwerpunkt der Eotationsflache 7) hat die 
Koordinaten 



2n 



? = 



y 



df 



2 



r+(i) 






dt 



9) Der Rotationskorper, entstanden durch Rotation der 
Flache 1) um die F-Achse, hat den Inhalt 

J=27t I xy dx^=27t I xy ^ 



dt. 




b) 1) Die Flache, welche zwischen der Ordinatenachse , den 
bei den zm y =^ y^ {t ^=t^) m\& y =^ y^ {t = t^) gehorenden Parallelen 
zur Abszissenachse und dem durch diese abgeschnittenen Bogen 
liegt, hat den Inhalt 






xdy. 



2) Ihr Schwerpunkt hat die Koordinaten 
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x^ dy 

»i 



,,=-"» 



xydy 

F 

3) Der die Flache begrenzende Kurvenbogen hat die Lange 

'=/:y^ +(*)■*■ 

4) Der Schwerpunkt des Kurvenbogens hat die Koordinaten 



I 



' s 

5) Der Rotationskorper, entstanden durch Rotation der 
Flache 1) urn die F-Achse, hat den Inhalt 

x^ dy, 

6) Sein Schwerpunkt ist gegeben durch: 

§ = 0, ri= f''x'ydy,C = 0, 

7) Die Oberflache des Rotationskorpers ist 

^=2./;.|/i+(*)'«=2»/;;}' i+(*)'fe 

8) Der Schwerpunkt der Rotationsflache hat die Koordinaten 

27C I xy]/ 1 + (/) dy 

9) Der Rotationskorper, entstanden durch Drehung der 
Flache 1) um die X-Achse, hat den Inhalt 



xy dy. 

Vi 



J 

Die Figuren zu b) 1)— 9) entsprechen genau denen zu a) 1) — 9). 
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1st die Flache a 1) oder b 1) nicht durch die Abszissen — 
Oder Ordinatenachse, sondern durch eine andere gegebene Kurve 
begrenzt, so beachte man den Satz: 

Wird von einem Raumgebilde (Korper, FlSLche, Linie), dessen 
Inhalt, Oberflftche oder Lange = a ist, und das den Schwerpunkt 
^, ij, ? hat, ein entsprechendes Eaumgebilde abgetrennt, dessen 
Inhalt Oder Oberflache oder Lange = a^ ist, und das den Schwer- 
punkt 5i, iji, Ci besitzt, so sind die entsprechenden GrSBen a^ und 
2j %? ^2 des Restgebildes bestimmt durch die Gleichungen 







a2 = a — «] 

«2 ?2 = «?- 

^2 ?2 = ^ ^ ^1 ?1 

z. B. ist in a 1) 2^2 = i<'— F^, in a2) ^^ K^=^F— ^^ F^ u. entspr. 
cj Ist die Kurve durch eine Gleichang zwischen Polarkoor- 
dinaten gegeben, so wird der Flacheninhalt S eines Sektors, 
welcher von zwei Leitstrahlen fp=^(fi und (f = (f^ und dem 
dazwischenliegenden Kurvenbogen begrenzt wird 
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S 



ft 



r^dff 



und die Lange des zugehorigen Kurvenbogens 



<rHti^< 




Idr. 



\d(f J ^ cJ rj f \ drf ' 
d) Die Lange s des Bogens einer Raumkurve 

^ = Vi (0, 
y = 9^ {^), 

z =(p^ {t)y welcher zwischen den Pankten ic^ , y^ , z^ und 




die Schwerpunktskoordinaten sind bestimmt durch 



--fM) 



+ (I)' + (it *. 



s-C 



=i:'y(l)'+(i)'+(sw,. 



e) Guldinsche Kegel. 

Man beweise, a) dafi der Kubikinhalt des E(>rpers, der ent- 
steht, wenn eine gegebene Flache urn eine gegebene feste Grerade 
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als Achse rotiert, gleich ist dem Produkt aus dem quadratischen 
Inhalt der rotierenden Flache in den Weg, den der Schwerpunkt 
derselben bei dieser Bewegung beschreibt ; b) daiJ der Inhalt der 
krummen Oberflache des genannten Korpers erhalten wird, indem 
man die Lange des die rotierende Flache begrenzenden Kurven- 
bogens mit dem Wege multipliziert , den der Schwerpunkt des- 
selben bei dieser Rotation zuriicklegt. 

Diejenigen der nachfolgenden Aufgaben, welche sich ent- 
weder auf die Bestimmung des Kubikinhaltes eines Rotations- 
korpers oder auf die Bestimmung des Flacheninhaltes der 
krummen Oberflache desselben beziehen, mogen zur Ubung sowohl 
durch direkte Integration, als auch mit Hilfe der Guldinschen 
Eegel gelost werden. 



§ 29. Anwendungen auf spezielle Probleme. 

1. Kegelschnitte. 

1) Untersuchung der Parabel in bezug auf die hierher ge- 
horigen Eigenschaften. 

Die Parabel kann dargestellt werden entweder durch die eine 
Gleichung 

if' = 2px (s. Bd. I, S. 193), 

Oder durch die beiden zusammengehorigen Gleichungen 

y=]2p't, x = t^, 




welche die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Kurve als 
Funktionen einer dritten Veranderlichen t erscheinen lassen. 
a) Die Flache, welche durch die vorgelegte Parabel, die 
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Abszissenachse und die zwei zu den Abszissen x^ und x^ ge- 
horigen Parabelordinaten begrenzt wird, hat den Inhalt 

ydx= \ y2pxdx = i (x^ y.2 — x^ y^\ 

Wird sie vom Scheitel der Parabel aus gerechnet, so ist in 
diesem Integrale die untere Grenze ^r^ = und der betreffende 
Inhalt daher gleich ^x^y^, d. h. -| des aus x.y und y^ gebildeten 
Kechtecks. 

Da die Gleichung der Parabel in bezug auf ein schiefwink- 
liges Koordinatensystem (Durchmesser und zugehorige Tangente) 
die Form y^ = 2px beibehalt, so ist auch der Inhalt der Flache^ 
die von der Abszissenachse, der Ordinate y und dem Parabel- 
bogen begrenzt wird, I von dem aus x und y gebildeten Pa- 
rallelogramm. 

b) Die Lange s des Parabelbogens von x^ bis X2 wird 



§ 



-/:i/(tr+(t*=^/,>+^'*- 



Setzt man hierin ^^ = , t2 = t, wird also der Bogen vom 
Scheitel aus bis zu einem beliebigen Kurvenpunkte gerechnet^ 
so folgt: 

^ Hp 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten, vom Scheitel aus 
gerechneten Parabelflache hat die Koordinaten 

^ = 1^2, »? = f y2^^7=l2/2- 

d) Fiir die Koordinaten des Schwerpunktes des von seinem 
Scheitel aus bis zu Xc^=x resp. t^=t gerechneten Parabelbogens 
findet man 

1 \tip^it^)i2p+ip-p^i^'-^fr^'] 



^ 16s, 



^ "? = 3., 



f2p 
1 



a" 



(p + 2t^) i p'' + 2pt^ — p"" 
e) Wenn man sich die Parabel urn ihre Achse als Rotations- 
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.^ = i 



achse gedreht denkt, so entsteht ein Eotationsparaboloid , dessen 
krumme Oberflache, vom Scheitel aus bis zu von x^=x ge- 
rechnet, folgenden Flacheninhalt besitzt: 

= i^[{2x-^p)^y''+p'-p']. 

f) Der Schwerpunkt der soeben genannten Oberfiache liegt 
auf der Rotationsachse, und seine Entfernung ^ vom Scheitel ist 

(^x^+px — p-)i2px-}-_p^_-\-p^ ^ 

(2x-{-p) ^2px-\-p^ — p^ 

g) Das Eotationsparaboloid hat den korperlichen Inhalt 

J = npx^, 

h) Der Schv^erpunkt desselben liegt auf der Eotationsachse; 
seine Entfernung vom Scheitel ist § = ^x. 

Da dieser Ausdruck p nicht mehr enthalt, so hat der Schwer- 
punkt aller Eotationsparaboloide von derselben H5he (x) den- 
selben Abstand vom Scheitel. 

2) Untersuchung der Ellipse. 
Die Achsengleichung der Ellipse lautet: 



X 



2 2 It 

2 + f ^ = 1 Oder y=^ ia^ — x\ (S. Bd. I, S. 195.) 



Haufig ist es jedoch zweckmaBig, diese eine Gleichung durch die 
beiden folgenden zu ersetzen 

x = asm% y = b cos y, 
in welchen q) eine neue Veranderliche bezeichnet. (S. Bd. I, S. 197.) 




a) Der Flachenraum F, welcher zwischen der Ellipse, der 
Abszissenachse und den beiden zu x = x^ und x = x^ gehSrenden 
EUipsenordinaten liegt, hat zum Ausdruck 



129 — 



F 



= ah r 



COS ^q) d(f = ah 



?2 — ?i 4_ ^^ ^^a — ^^^ ^^1 



Setzt man hierin (f^ =0, (f)^=^n, so erhalt man als Inhalt des 
EUipsenquadranten \ab7t; demnach ist der Flacheninhalt der 
ganzen Ellipse = oJ /r. 

b) Die Berechnung des EUipsenbogens fiihrt auf elliptische 
Integrale. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Flache hat die 
Koordinaten 

cos ^q)^ — cos ^9^2 



§ = ia 



9^-2 — Vi-{-^ (sin 29^2 — sin 2^)^) ' 



, sin ^2 — sin % — \ (sin ^tp^ — sin ^J 

^ ^2 — SPi + i (sin ^^i — sin 2^1) ' 

Setzt man y, =0, ^2 = ^^? so erhalt man fiir den Schwerpunkt 

4a 4i 

des elliptischen Quadranten die Koordinaten § = tt-, i; = ^— • 

d) Der Schwerpunkt des zwischen ic, und x^ liegenden Bogens 
ist bestimmt durch 



§ = 



a^ 
2s 



1 ^2 

COS y y 1 — e^ sin V + ^ (^ cos y + 



+ yi— c^sin^y) 



qpa 



a2) 



sin y yi — e^ sin -y + arcsin {e sin y) 



J9i 
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qpi 



; wenn 5 die 



Bogenlange bezeichnet. 

Setzt man hierin y 1 = nnd y « = i ^ ? so erhalt man fftr 
den Schwerpunkt des vierten Teils des Umfangs der Ellipse, wenn 
dessen Lange mit s^^ bezeichnet wird: 



§ = 



a 



2 



2^1 

ab 
^ = 2^ 



1 — 



1 



I 



il-e^+ ^ 



1 — e 

1 + e 

arcsin e 



e) Der kubische Inhalt J des Korpers, der durch Umdrehung 
der in a) genannten Flache um die X-Achse entsteht, wird 



J=ab-7c 



sin y — I sin ^q) 



(Pz b 

= n - 



qpi 



a 



2 



a^x — ^x 



8 



Xt 

i 

Xi 



Sohncke's Aufgabensammlung. II. 
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Setzt man bierin x^=0 und z^ = a, resp. y^ =0, ^^ =\^i so 
erb&lt man fiir den kubischen Inbalt J^ der Halfke des Eotations- 
.eUipsoids 

f) Der Inbalt 2 der krummen Oberflacbe des in der vorigen 
Nammer e) ^rwAhnten Umdrebnngskorpers bat zum Ausdrack 



Si=^ab7t 



sin 9? y 1 — c* sin ^9? + arcsin {e sin (f) 



9i 



Setzt man bierin 9^1 = und (p^ = i^n^ so erbalt man als 
Oberflacbe des balben Eotationsellipsoids 



Q^ =abn 



VI — 6^4- arcsin e 
' ' e 




g) Der kubiscbe Inbalt J des Korpers, der entsteht, wenn 
ein EUipsenqnadrant urn die F-Achse rotiert, ist 

e/ '^ 



. I 



2 



= a^b7t cosqp — -^cos'y 



2 



= |a-i7r. 



h) Der Inbalt J2 der krummen Oberflacbe des in voriger 
Nummer genannten Eotationsellipsoids wird 



Xi=sa 



n 



Q=z2Tt j xds=^2a7t I sin y j/a^ cos V + ^^ sin ^(fd(f = 



7C 



>8 



d (cos <f) 
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= — a^Tt 



cos y y 1 — c^ sin ^y + — ? (c cos y + 



+yi 



e^ sin V 



2 



= 7r 



.2 



a2+-Z 



yji 



l + c 



i) Der Schwerpunkt des in e) genannten Korpers liegt auf 
der Rotationsachse, und seine Entfernung vom Anfangspunkt der 
Koordinaten ist 



§ = 



a 



cos ^^2 — cos ^^1 



4 sin ^2 — sin y^ — ^ (sin ^if>^ — sin '^yj) 

Setzt man hierin ^1=0 und y2 = i^> so wird die beziigliche 
Koordinate des Schwerpunkts des halben Rotations-Ellipsoids 

? = !«. 

k) Der Schwerpunkt der in f) genannten Oberflache liegt 
ebenfalls auf der Rotationsachse, und seine Entfernung vom An- 
fangspunkt der Koordinaten ist: 

9^2 






(1 <- c« sin V)* 



9x 



sin y y 1 — e^ sin \ + arcsin (e sin 9?) 
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Setzt man hierin ^1=0 und ^2=^^? so wird die beziigliche 
Koordinate des Schwerpunkts der Obei'flache des halben Ellipsoids : 



§ = 



3c' 



2a 1 — (1 — c2)t 



y 1 — c^ -f- arcsin e 



3) Untersuchung der Hyperbel. 
Die Achsengleichung der Hyperbel lautet: (s. Bd. I, S. 195) 



X 

a 



2 



2 



y 



2 



= 1 odery= y 



a;- 



a' 



a 



a) Fiir den Inhalt F des Flachenraumes , welcher zwischen 
der Abszissenachse, den beiden zu den Abszissen x^ und x^ ge- 
horigen Ordinaten und dem Hyperbelbogen enthalten ist, ergibt sich 



v-\ 



a 



^2+y^2^— «^ 



^1 + y^i — ^ 

Wenn man die Flache vom Scheitel an bis zu einem gewissen 

9* 
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Werte von x rechnet , so wird x^=:^a und x.^ = x, mithin der 
Ausdruck der Fiache: 



F,=\ 



a 



X] x^ — a^ — a^ I 



x + y x^ — a' 



a 




b) Die Berechnung des Hjperbelbogens fuhrt auf elliptische 
Integral e. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fiache F hat die 
Koordinaten: 



V 



[^ (x^^ — x^^) — a^x., — x,)l 



2a^F 

Wenn es sich um den Schwerpunkt einer Fiache handelt, die 
vom Scheitel der Hyperbel anfangt, so ist nur a;^ =0 und x,,^^ 
zu setzen. 

d) Wenn man die in a) genannte Fiache um die X-Achse 
dreht, so entsteht ein Eotationshyperboloid, dessen kubischer Inhalt 

^= i ^2 ^ [^-2 ' — ^/ — Sa^ {x, — x^)l 
und wenn man vom Scheitel ausgeht, 

e) Die krumme Oberflache S2 desselben Korpers wird, wenn 
a« + b^ 



a- 



e^ gesetzt wird 
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2=71 



a 



x^ y e% - — a'— X, y €'X^ - — a^ — 



e \ex^^^e%^ — a^l 
Oder, wenn man x == . und ]/ 1 — « sin^ cp = Ay setzt, 

in2^.2 sin^^i e- \(1 + A^i) sin^a/J ' 



jg = Trafte 



A 

sin 



und wenn man vom Scheitel ausgeht 
Tib 



£,= 



a 
= ab7t 



x^e-x^ — a^ — ab 



a^ /(ftr + VcV — a^ 
e \ ae-\-b 



) 



e/\<p 

2 



1 W^(l + Ay)\ 

€ \ ea^b ! 



a 
sin^ (p b 

f) Der Schwerpunkt des in d) erhaltenen Volumens liegt auf 
der Rotationsachse und seine Koordinate § wird: 



= i 



Xc 



x^^ — 2a2(^._j^ 






Xct ^~~ X\ OCT \X^ " 

Wenn man vom Scheitel ausgeht, wird 

^ 3 (^ + «)^ (^ — ^) — A _ _^^^^ y' (1 + sin q)) 

^ ic^ -(- «^ — 2a^ * sin y (1 + sin y — 2 sin^ (f) 

g) Der Schwerpunkt der in e) genannten Oberflache wird 
ebenfalls nur durch eine einzige Koordinate gegeben: 



27tb 


{e%' a^)i 


(c%«- 


-a**)^ 


2na^le 


AVa A'y, 1 






^Q 


sin* y>g sin* yi 






Wenn man vom Scheitel ausgeht, wy-d 




^ 27ib 


(e«a;2 a«)| 6" 






2na*be 


'A*9' ** 1 






S£i 


sin*<ip a*e* 


• 







Die auf die Asymptoten als Koordinatenachsen bezogene 
Gleichang der Hyperbel lautet: 



xy = 



a^-^rb' 



(S. Bd. I, S. 197.) 
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Stehen die Asymptoten aufeinander senkrecht, so stellt die ge- 
nannte Gleichung eine gleichseitige Hyperbel dar. Wird 

noch a = b = f2 angenommen, so ergibt sich als einfachste Glei- 
chung der gleichseitigen Hyperbel xy = l, 

Hiernach findet man z. B. 

a) fiir den Inhalt F des Flachenraumes , welcher zwischen 

der X-Achse, den beiden zu iCi = 1, x^=x gehorigen Or- 

dinaten und dem Hyperbelbogen liegt: 



Ji X 




/?) fur den korperlichen Inhalt J des Rotationskorpers, der 
entsteht, wenn man sich die eben genannte Flache um 
die X-Achse gedreht denkt: 



^-"C.-'-i^-D 



LaBt man hierin noch x ins Unendliche wachsen, so ergibt 
sich fiir das Volumen des Korpers, der durch die Rotation eines 
halben Hyperbelzweiges um seine Asymptote entsteht: 

Ji = 7r; 

y) fur den Inhalt Q der krummen Oberflache dieses Rota- 
tionskorpers : 



Q 



/X fix 

yds = 271 j 



X 



3 



dx 



7t 



ya 



yi+ 



X' 



X' 



+ 1 



x^ -}- y j. + «i 

1 + /2 
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2. HShere algebraische Kufyen. 

4) Untersuchung der Zissoide des Diokles. 
Nach Bd. I, S. 198. lautet die Gleichung dieser Kurve : 

^8 __ y2 ^2^ ^y 

Ein beliebiger Punkt der Kurve wird auch bestimmt durch 
die beiden zusammengehSrigen Gleichungen 

a: = 2rsin^y, y = 2r sin^ y tang ^, 

in welchen q) eine neue unabhangige Veranderliche bezeichnet. 




v 



a) Der Inhalt F der Flache, welche zwischen der Abszissen- 
achse, der Kurve und den beiden zu den Abszissen x^ und x^ 
gehorigen positiven Ordinaten liegt, hat demnach zum Ausdruck: 

ydx = Sr^ I 'sin ^(p dip 3= 8r ^ [^ (sin icp^ — sin icp^ ) — 

- i (sin 2^2 — sin 2yJ -f- f {xp^ — y^)]. 

Wird hierin (p^ =0, ^2 = i^ angenommen, so ergibt sich fiir den 
Inhalt F^ der Flache, welche zwischen A&t Abszissenachse , der 
Asymptote der Kurve und demjehigen Kurvenaste enthalten ist, 
welchem uur positive Ordinaten zugehoreu: -F\=|r2ir. Die ge- 
samte Flache zwischen den beiden unendlichen Asten der Kurve 
und ihrer Asymptote hat somit den Inhalt F^ = 3r^ d. h. den 
dreifachen Inhalt des zur Konstruktion der Zissoide erfonter- 
licben Kreises, 

b) Die Lange s des zwischen denselben Ordinatca liegenden 
Bogens wird 
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= 2r 



— y 3 / (V 3 cos y + y 1 + 3 COS V) 






c/ 7»i COS ^(p 

[yi + 3cos V 
cos9> 

Z&hlt man die Lange s^ des Bogens von der Spitze der Kurve aus 
(y^ = 0) bis zu einem gewissen Werte von x, resp. y, so wird 

Yl + 3cos V 
cosy 

-2 + y3'7(2 + y3) 



«i =2r 



— y3^(y3cosy + yl + 3cosV) — 



Man beweise, dafi die DiflFerenz zwischen dem Zissoidenbogen 
and der Asymptote, deren Lange demselben (f entspricht, stets 
endlich bleibt, auch wenn Bogen und Asymptote unendlich groB 
werden. 

2r 
Anl.: Die Ljlnge der zugehorigen Asymptote ist Z= " - • 



Man bilde Urn 



Urn 



s^ — I 



s^ — I 



^ 2 
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, wofiir man findet 

= y37(2+y3) — 2. 



c) Fiir die Koordinaten des Schwerpunktes der in a) be- 
zeichneten Flacbe F findet sich 



i = jp I ^y^ = F) ^^^ V ^ = 

r^ r 1 3 15 

= 2^ — 12 «^^ 6^ + 4" sin 4y — ^ sin 2tp + 5y 

1 Z''* 9 J 8 r ' ^n sin 'y , 

' 2-Fjx/ Fjy, 1 — sinV 



^2 

J 9^1 



8r 



8 



= — U sin V + i sin V + i sin V + ^ cos 9 



J 9^1 



Der Schwerpunkt der ganzen Fiache, welcbe zwischen den beiden 
unendlichen Asten und der Asymptote enthalten ist, liegt auf der 
X-Achse und zwar in der Entfemung § = l|r vom Anfangspunkt 
der Koordinaten.. 

d) Denkt man sich das in a) genannte Stuck der Flache urn 
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die X-Achse gedreht, so entsteht ein Rotationskorper, dessen ku- 
bischer Inhalt 



7t 



2r — x^ 



j,= 



71 



Rechnet man von der Spitze der Zissoide aus {x^ = 0) bis zu einem 
beliebigen Werte der Abszisse, x<, = x, so wird dieser Ausdruck 

^x^ + rx^ + ^r^x + 8rH y 

e) Dreht man aber die Zissoide um ihre Asymptote, so er- 
halt man fiir den kubischen Inhalt J des dadurch entstandenen 
Korpers : 

7 r''^^ \2 ^ s \ 8 cos V sin y 

J=7il (2r — xy'ay = r^7c 

4 cos ^(f sin (f 



+ 2 cos ^ sin (f-\-2(f 



3 



qpi 



= ^71 (3r- — brx^ + 



4- 0:1 2) ]/ 2rx[ — x\ 2 — \7t (3r 2 — brx, + ^2 ^) V 2rx^ — x^^ + 



-f- r^/t arc cos 



(r — x^){r — x.y) + f2rx^ — x^^ Y2rXo — ^2 



2 



^2 




Wenn man hierin Xj^=0 setzt und x.^ =0; unbestimmt laBt, so 
erhalt man fiir das Volumen J^ des entsprechenden Korpers, welcher 
auf der durch die Rotation der X- Achse entstehenden Ebene ruht : 



J^= — ^7t (3r2 — 5rx -f- a; -) ]/ 2rx — x^ -^ r^TC arc cos 



X 
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Wird in diesem Ausdruck noch x = 2r gemacht, so ergibt sich 
flir den kubischen Inhalt J, des KSrpers, der dnrch Umdrehung 
der einen Halfte der Zissoide nm ihre Asymptote entsteht: 

f) Den^t man sich den in b) bestimmten Bogen nm die X-Achse 
gedreht, so erhalt man eine krumme Oberflache, deren Flachen- 
inhalt 



J2 = 2r7t 



^ ] 8rx — 6x^-f- , arccos — . 

X — 2r ' t 3 ^^ 



Xt 



Xx 



Wenn man hierin ^i=0 und x^ = x setzt, so erhalt mao fur 
den Flacheninhalt Q^ des betreffenden Stlickes der Eotationsoberr 
flache, welches, vom Koordinatenanfangspnnkt ausgehend, bis zu 
einem mit der Asymptotenebene parallelen Schnitt reicht: 



2^ = 2r7t 



] 8rx — 3x^ 4- . arccos - , , 7t 

' }3 4r ys 



X — 2r 



g) Der Schwerpnnkt des in d) bestimmten EotationskSrpers 
liegt auf der X-Achse, und zwar ist seine Entfemnng vom An- 
fangspunkt der Koordinaten 









+ 16r* I (2r - x) 



Xt 



h) Der Schwerpnnkt des in e) gebildeten Rotationskorpers 
liegt offenbar auf der Asymptote, und seine Entfernung vod der 
durch die Rotation der X-Achse entstandenen Ebene wird 

rj = J I y{2r — x)- dy = j I sin^y(3 — 2sin ^jcosyay = 



8r^7t 
J 



sin V — i sin ^y 



7i 



Beginnt die rotierende Flache im Koordinatenanfangspnnkt, ist 
also ^1 = und wird iiberdies noch y flir y^ gesetzt, so folgt 

I?! = - J- (sin 'y — \ sin V)- 
Wenn hierin y = ^7r angenommen wird, so ergibt sich fiir deD 
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Schwerpunkt des Botationskorpers, der durch die Umdrehung de? 
einen ganzen Astes der Zissoide urn ihre Asymptote entsteht: 

4r 

^2 = 



7t 



5) Die Gleichung der Lemniskate (s. Bd. I, S. 199) in Po- 
larkoordinaten lautet: r2 = a^cos2y. 

r 




a) Der Flacheninhalt eines Sektors ist demnach 



S 



if" 



r^ , d(p = \a^ (sin 2^2 — sin 2^^). 



Setzt man hierin y^ = 0, y^ = | tt, so wird der vierte Teil der 
Lemniskatenflache = {a^, also die ganze Flache = a^. 

b) Der Bogen der Lemniskate laBt sich nur durch elliptische 
Integrale ausdrticken. 

6) Untersuchung der Konchoide. 

Nach Bd. I, S. 201 lautet die Gleichung der oberen Kon- 
choide: 



x= + 



* + y./ 



y 



ya'-y\ 



In manchen Fallen ist es zweckmaBig, diese Gleichung durch die 
beiden folgenden zu ersetzen: 

x = asm(f -^b tang 9, y==a cos y, 
welche die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Kurve als 
Funktion der neuen unabhftngigen Veranderlichen y darstellen. 

Wahlt man den Punkt x = 0, y = — h als Pol eines Polar- 
koordinatensystems, so ergibt sich mittels der Transformations- 
formeln 

a; = r sin i/>, y + 6 = r cos i/> 

als Gleichung der Konchoide in Polarkoordinaten 

cos 1// 
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in welcher r den Eadius vector nnd xp den Polarwinkel eines be- 
liebigen Punktes der Kurve bedeutet. 




a) Der Inhalt F der Flache, welche von der X-Achse, den 
beiden zn x^^ und Xo geh5rigen Ordinaten nnd dem entsprechenden 
Kurvenbogen begrenzt wird, hat znm Ansdruck 

b 



F= I ydx = al ^ia cos ^w 4- \d(p = 

J X, ^ JrA cosy/ 

= a a (^y 4" i sin 2(p) + 6? tang {\7t + ^y) 







b) Die von der 7- Achse , den beiden zu den Ordinaten y^ 
und ^2 gehorigen Abszissen und dem entsprechenden Kurvenbogen 
eingeschlossene Flache hat den Inhalt 

xdy = — a I " (a sin V H * cos (f)d(p = 



cosy 



= a ha (^ sin 2y — y) + 6 sin y — bl tang (^tt + |y) 



I 




c) Der Flachinhalt F^ des Sektors, welcher von den beiden 
zu V^i und 1/^2 gehorigen Leitstrahlen und dem entsprechenden 
Kurvenbogen begrenzt wird, ist 
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c/ Vl c/ V'l \ 



2ab V- 

cos Xp COS ^ip 



Yxij= 



= i a> + 2a6 / tang {{tx + ^i/;) + 6^ tang \p 



^2 



d) Der Schwerpunkt der in a) bestimmten Flache hat die 
Koordinaten 

§ = - I xydx=j^j \a^ cos V sin (f + aft sin y cos y + 



' COS 9> cos -y' ' 



F 



+ ^ sm ^0) — ab I cos (f> 4- 

■ 2 ^ ^ ' cosf/ 



a- o , 

— yCOS V + 

qpg 
9i 



1 f^* a^ /^^p* 

V=2fJ y^^^ = ~2F I X* + « cos y — a sin V cos y) dy = 



p2 



8. 



= 2p \H' + (^ sin y' — y sin ^^y^ 



<P2 
9l 



e) Der Schwerpunkt der in b) genannten Flache ist be- 
stimmt durch 

r2 



1 /^« 1 



y 



1 /"" ■ 1 
v = p j ^ydy=jj, 



'g - Ji/* + (a* - ft*) y + 



+ 2a«6?y 






by 



\r„i 



ya^-y' + 



ba^ 



arcsin 



y 

a 



-iv» 



2 



3 



y 



f) Wenn man die in a) genannte Flache um die X-Achse 
dreht, so wird der kubische Inhalt J des dadurch entstandenen 
Rotationskorpers 



J= TV 



a^ (sin (p — ^ sin V) + a^bcp 



qpi 



Mithin ist der Inhalt des Korpers, der durch Rotation der 
ganzen Konchoide entsteht 



J=a^7T 



3^ + y* 
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7t 



g) Dreht man die in b) genannte Flache um die Y-Achse, so 
wird der kubische Inhalt J^ des dadurch entstandeneb Eorpers 

y 

h) Der Schwerpunkt des in f) genannten Rotationskorpers 
liegt auf der X-Achse, und zwar ist seine Entfernung vom An- 
fangspunkt 






?= 



Tta 
J 



, COS *y + o COS ^(p -\- db cos 9> + 6^ Z cos y 






i) Der Schwerpunkt des in g) genannten Rotationskorpers 
liegt auf der F-Achse, und seine Entfernung vom Anfangspunkt ist 



n 



Tta 



2*^'+^"'-„*'^^* + 2a% + a»6«Zy 



Vt 



Vi 



y' _ 

4 3 "^ 2 

7) Das Folium von Descartes. 

Die Gleichung dieser Kurve lautet in rechtwinkligen Koor- 
dinaten : 

x^J^y^ — axy = 0, (s. Bd. I, S. 203) 
und in Polarkoordinaten 

cos if sin (f 



r = a 



cos ^(f + sin ^(f 

71 




Die Asymptote der Kurve ist in rechtwinkligen Koordinaten 
bestimmt durch die Gleichung 

und in Polarkoordinaten durch 

a 
f — — — — • 

3. (cos (f + siny) 
a) Der Inhalt F des durch die Schleife der Kurve be- 
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grenzten blattfSrmigen Flachenstuckes wird, wenn man Polar- 
koordinaten anwendet, 

t:t , H'' «j I 2 M"^ cos V sin V J 

^= U '^ = ^'^ Jo (COS V + sin W "^ = • 



(1 + tang V)' 



a 



2 



6 



1 + tang ^(f 



i 



n 



a 



2 



6 



b) Das Dreieck, welches von der Asymptote der Kurve und 
deu zwei zu (f^ und (f^ gehorigen Leitstrahlen gebildet wird, 
hat den Flacheninhalt 



a^ Pfft 



A=*/:-.-s/, 



d<p 



(Pi ±o c/ (p8 (cos (f + sin y>y 

a^ ^fi d(tang^) a^ 

~ 18 J y, a + tang (^)2 - ~ 18 
Der Inhalt S des von der Kurve und den Leitstrahlen (p = (pi 
(p = (f,^ begrenzten Sektors wird nach Aufgabe a) 



1 + tang (f 






S = — 



a2 
6 



(P2 



1 + tang ^(f 

Fiir den zwischen der Kurve, ihrer Asymptote und den beiden 
genannten Leitstrahlen enthaltenen Flachenraum findet sich 
demnach 



A-'S= 



a 



18 
18 



1 -f tang ^(f 1 + tang (f 



Cp2 

9i 



2 — tang ^ 



1 — tang (p + tang ^cp 



^'1 




Setzt man hierin y^ = — ^ tt, y 2 = — i '% so ergibt sich fiir die 
zwischen der F-Achse, dem einen unendlichen Aste der Kurve 
und der Asymptote eingeschlossene Flache 
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Die soeben berechnete Flache und das von den Koordinaten- 
achsen nnd der Asymptote gebildete Dreieck haben somit den- 
selben Inhalt. Der ganze zwischen den beiden nnendlichen Asten 
der Kurve nnd ihrer Asymptote enthaltene Flftchenraum ist ge- 
nan so groB, wie der blattf5rmige Teil der Kurve. 

8) Untersuchung der Kurve, welche durch die Gleichungen 

x = t^, y = t — \t^ 
dargestellt ist. (S. Bd. I, S. 203.) 

Die Kurve besitzt eine Schleife, welche von a; = bis a: = 3 

< 

reicht. 

a) Die Halfte des von der Schleife begrenzten, zur X-Achse 
symmetrischen Flachenraumes hat den Inhalt 



/)3 /3V3 

ydx = 2j {t — lt^)tdt = 2 
e^ 



¥' - ^t^ 



V3 



Jo 



= |}'3. 




b) Der zugehSrige Bogen hat die Lange 



/)3 
(1 + r-) dt = 



t + \t 



8 



}3 



= 2 1/3. 



c) Der Schwerpunkt der in a) erwahnten Flache besitzt die 
Koordinaten 






2 
F 



T l/ 



}3 





9 . 



1 

F 



\t' - ¥' + ^t 



8 



>3 



= Af3. 



d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Bogens ist be- 
stimmt durch 






^ ds . 1 
X ^ dx = 



dx 



¥' + \P 



V3 



= i; 
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^ dx 8 



¥^ + ¥' - 1^^* 



Va 



= i/y. 



e) Wird die Siache a) um die Z-Achse gedreht, so entsteht 
ein Eotationsk5rper, dessen kubischer Inhalt 

8 r -iVa" 



J=7t I y^dx= 



27t 



\i' - ¥' + i^t' 



=^\7t ist 



f) Die krumme Oberflache dieses K5rpers wird 



2 = 27t i 



y-—dx= ZTt 



¥' + ¥' - 1^^* 



u 



= 37t. 







g) DeDkt man sich die Flache a) um die Y-Achse gedreht, 
so wird der kubische Inhalt des entsprechenden Eotationskorpers 



8 



J^ = 27t j xydx = ^7t 



Welche Gestalt haben die hierbei angewandten Volumenelemente ? 



r 



■ 









^^B| 


(!> 


r 1 


• ** 


• - * ' 



h) Fiir die krumme Oberflache des K6rpers g) ergibt sich 



^ 






dx 



¥' + ¥' 



VF 



= \»f3'7t. 



3. Transzendente Enrven. 

9) Untersuchung der logarithmischen Linie. 
Die Gleichung der logarithmischen Linie laatet nach Bd. I, 
S. 206: 

y = mlx Oder x = €^ 

Sollen jedoch die Dimensionen genau beriicksichtigt werden , so 
mufi man die GHeichung in der Form 

Sohncke's Anfgabensammlnng. II. 10 
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w&hlen. 



'•"{^) 



V_ 

Oder a: = m«"* 




a) Der FlUchenraum, welcher zwischen zwei zu den Abszissen 
x^ und x^ gehOrigen Ordinaten, der X-Achse and dem ent- 
sprechenden Kurvenbogen liegt, hat den Inhalt 

F= mxc, l- — mx. I -- — m (x^ — xA 

Kechnet man die Flache von dem Punkte iCi = w, y^ = an , so 



wird -F\ =^ifnxl 



X 

m 



X 



mx A- m^ = m (xl x + m). 




y = 



b) Der Flachenraum, welcher zwischen den Geraden y = y^y 
^2, der F-Achse nnd dem Kurvenbogen liegt, hat den Inhalt 



F^ = m^ 



^OT — ^m 



= m{x^— X^). 



Setzt man hierin a;^ = und x^ = a;, so wird der Flachenraum^ 
der zwischen dem unendlichen Ast der Kurve, der F-Achse, die 
zugleich Asymptote ist, und der Abszisse x liegt, =^mx, d. L 
gleich dem doppelten Dreieck, welches von der Abszisse a;, der 
zu diesem Punkt gehorigen Tangente und der F-Achse gebildet 
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wird. Das in Betracht kammende Sttiek der Y^Achse (die auf 
die 7-Achse bezogene SnbtangieDte) bat fiUmlieh die L&nge 



X 



dy _ 



dx 



= m. (Vgl. Bd. I.) 



c) Die Lange s des Bogens,! welcbier zwischen desi in a) ge* 
nannten Ordinaten liegt, wird 

— Ti ¥ I -./ — 2~r » jX. }/ m^ -\- wJ ^mx. 

5= ym^ + iCg* + ym^-j-x^^ — ml ^ \ ' ' ' ^. 

x^ y m^ + Xj^^ -{- mx^ 

d) Der Schwerpunkt der in a) genannten Flache ist gegeben 
durch 



J. m 



X 



2 m 4 



m 



2 



F 



x^ 


Xz 

• 

Xx 

1 


X 

m 


-]-x 



it 



Xi, 



e) Der Schwerpunkt der in b) genannten Flache hat die 
Koordinaten 



§ = 



71 = 



/y. » -y 2 > 



m 



«i) 



= i(«« + «i); 



^2 ^1 



iC? 






WiC 



xt 



Xx 



f) Wenn man die in a) genannte Flache urn die X-Achse 
dreht, so wird der kubische Inhalt J des entstehenden Kota- 
tionskorpers 



J=ini^7tx.2 



('sF-2('s)+2 






Setzt man hierin x^=0 und x^=^m (wobei zu beachten ist, daB 
x{lxY und xlx fiir a: = gleich Null wird), so erhalt man fttr den 
in eine Spitze auslaufenden Korper, der durch die Umdrehung 
desjenigen Kurvenarmes entsteht, fiir welchen die F-Achse 
Asymptote ist, und der andererseits durch die Ebene begreinzt 
wird, welche die Y-Achse bei dieser Rotation bieschreibt: 

ID* 
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g) Der Schwerponkt dieses soeben erw&Imten Sotations- 
kdrpers liegt aof der X-Achse, und zwar ist 



Xt, 



Fikr a?! = 0, Xg = w ergibt sich Meraas § = {m. 

h) Wenn man die in b) genannte Fl&che um die F-Achse 
dreht, so wird der kubische Inhalt J des entstehenden fiotations- 
k5rpers 

J = ^fitTT (ajg* — Xy^ *). 

Setzt man hierin o;^ = and a;, = m , so erh§,lt man fiir den 
K5rper, der dai*ch Umdrehung desjenigen Arms der Knrve um 
die F-Achse entstanden ist, fur welchen diese F-Achse Asymptote 
ist, als kubischen Inhalt ^hi'tt. Um den Inhalt des K5rpers za 
erhalten, der durch die Umdrehung eines Teils des andem Arms 
entsteht, setzt man x^ = m und x^ = x, wodurch sich ergibt 

eT"^ = i^mTtx^ — ^w'tt := ^fitTT {x^ — m*). 

i) Fiir den Schwerpunkt des soeben genannten Rotations- 
korpers, erhalt man: 



mx^ 



•f('S)-ii-^i('aH 






Setzt man hierin x^^Q und a;, == w , so folgt fur den Schwer- 
punkt des vorhin ^^m^it gefundenen KSrpers: ij = — ^m. 

10) Die Gleichung der Quadratrixdes Dinostratus (s. Bd. I, 

2ro y 



S. 206) lautet in Polarkoordinaten : r = 



7t sin^ 




Der Flacheninhalt eines Sektors, der zwischen der Kurye 
und zwei Leitstrahlen liegt, die zu den Winkeln y^ und^a ge- 
hSren, wird 
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— 9)3^ cotang y, + 2(p^ ? sin y^ — 2 / * Z sin y • dyl. 

/'^sinf)^^) 
9i 



— I r—^ — da>, Letzteres Integral 

laSt sich dnrch Reihenentwicklung Idsen. (Ygl. § 34.) 
Fur SPi = 0, SP2 = i^ folgt: 



2r 



2 



Si = =^ / 2. (Cf. pag. 112, Anfg. 45.) 



7t 



11) Untersuchnng der Eettenlinie. 

Nach Bd. I, S. 208 lautet die Gleichnng der Eettenlinie: 



y = ^m 



e* -["^ 



X 

m 




a) Der Inhalt F des Fl&chenranmes , welcher von der Ab- 
szissenachse, den zwei za den Abszissen x^ nnd x^ geh5rigen Or- 
dinaten nnd dem entsprechenden Enrvenbogen begrenzt wird, hat 
den Ansdmck 



F=^m 



a 



e^ — e 






— ^m 



2 



Xi 

€^ — e 



m 



nnd wenn man die Flache vom Anfangspnnkte der Eoordinaten 
an rechnet 



X 



X 

e ** 



Bezeichnet man den Winkel, den die znr Abszisse x geh5rige 
Tangente mit der X-Achse bildet, mit a^ so ist 

tang a = ^ f^_ ^- A mithin 

JPi = w* tang a. 
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Der Fl&cheninhalt F ist demoach gleich dem doppelten Inhalte 
des Dreiecls, welches von der X-Achse and den beiden Senk- 
rechten gebildet wird, die yom Scheitel der Kurve aus auf die 
2n x^ nnd x^ gehdhgen Tangenten gezogen werden. 




b) Die L&nge s des Bogens , der zwischen denselben Ordi- 
naten liegt, wird 



8 = ^m \J^_ ^-^j — ^m [^_ 






Rechnet man die Lftnge 5^ des Bogens vom tiefsten Pnnkte der 
Kurve an bis zu einem beliebigen Werte von x, so ist 

Es besteht daher zwischen s^, y nnd m die Gleichung 

welche die Eonstruktion der Bogenl&nge s^ als Eathete eines recM- 
winkligen Dreiecks enn5glicht, dessen Hypotenuse y und dessen 
andere Kathete m ist. Ist namlich P ein Kurvenpunkt, P* seine 
Projektion auf der X-Achse, FT die zugehOrige Tangente, und 
bezeichnet man noch den Fufipunkt des Lotes von F auf 
die Tangente mit.^, so fin den sich in dem Dreieck FFS die 
GroBen FF = y, FS = m xini FS = 8j^ dargestellt. Zugleich ist 
der Flacheninhalt des so konstruierten Dreiecks gleich der Halfte 
der in a) bestimmten Flache -F^. 

• c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Flache hat die 
Koordinaten 



1 = 



2 



2F 



{x — m) e^ — (a; + m) c 



m 



x% 



Xi 



m 



2 



16F 



2x 2x 

mc"»-|-4rc — me 



m 
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Ftir die Yoin Scheitel der Kurve aus gezahlte Flftche JF^ ergibt 
sich demnach, indem x^ =« 0, x^ =.x gesetzt wird, 

2x X 

' (x — m)e"* — fe-j-m)e "*+2m' 

Q nrr - — — — ~ — ■ • . ■■ — — — • 

^ .XX ' 



«"• — e 



m 



rj = 



1 / ?? _??\ 

-^{me^-\-ix — me **l 



X X 



d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Bogeiis hat die 
Eoordinaten 



? = 



rj = 



m 
2s 

m 

8s 



2x 

(x — m) e^ 



{x-{-m)e 

Xf 



X 

m 



Xt 

i 

J 

Xi 



2x __2x 

me"^-\'4x — me "* 



Xi 



Wird der Bogen vom tiefsten Punkte der Kurve an gerechnet, 
ist also x^=0 und Ixberdies x^ = Xy so findet sich 



X 



i=- 



X 



X X 

^m — ^ m 

/ ^ x\2 



«♦» — 2+e" 



X 

m 



m 



= x — m 



II 


X X 


X 


X 



X 

2m 



(X X \ / • X X \ 

Bezeichnet nun y\ die zur Abszisse \x gehSrige Ordinate und Si 

die zu eben dieser Abszisse gehorige Bogenlange, so wird 

ms^ 

^ = x- 



rj = 



i 



H' 



^',^«»— g »» 



'~ vri IZ\ ~~ 

"^yem ^ mj 

m I 1. _fLV , X . I . mx\ 



[e^ — e ^) 



wobei s^ die vom tiefstien Punkte der Eurve aus gezahlte^ d^r 
Abszisse x^ entsprechende Bogenlange bedeutet. 
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Die zaletzt fQr $ and 17 angegebenen AusdrQcke lassen sich 
leicht geometrisch konstraieren. 

e) Wenn man die in a) angegebene Fl&che urn die Z-Achse 
dreht, so wird der knbische Inhalt J des dadurch entstehenden 
EOrpers 

tr 2x1 x« 



und fttr x^ = 0, x^ = a;: 



«i 



J^ = ^m*7t 



Sx 



2x 



= ^m7t 



yff 



m 



2 



inc"» + 4a; — me "• 



m 







f) Denkt man sich die Flftche, welche yon der F-Achse, einer 
gewissen Abszisse x (d. h. einer Parallelen znr X-Achse, deren 
Abstand von der X-Achse gleich y und deren L§,nge gleich x ist) 
und dem zugehQrigen Eurvenbogen begrenzt wird, um die 
F-Achse gedreht, so ist der kubische Inhalt J des hierdurch ent- 
standenen EotationskQrpers 

[IX X \ IX X \ 






2 



m 



2^ y + yy* — w' . 

m ' 



j'_2sZ*±f + 2(y-m) 



m / m 

g) Wird der unter b) genannte Kurvenbogen um die X-Achse 
gedreht, so ergibt sich fur den Inhalt der so entstandenen £0- 
tationsoberfl§,che 
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£=z\m7i 



2^ 2x 

me'^-\-4x — me "* 



«t 



Fangt die rotierende Kurve im Scheitel (x^^ = 0) an und wird bis 
za einem gewissen Werte von x gerechnet, so findet sich 

2x 2x 

j2j = ^ mn . me*'* -{-ix — me "» 

h) Denkt man sich die im Scheitel anfangende und im Punkte 
Xy y endigende Eurve um die 7-Achse gedreht, so erzeugt sie eine 
Rotationsoberflache, deren qnadratischer Inhalt 

[IX X\ IX X \ 

xye"^ — e "») — m(c"* + c "•| + 2m 

= 2mn;if^^^^ i^'^^^^~^^ — 2m7t{y — m)=^ 



= 2m7t 



m ^^ ^ 



i) Der Schwerpunkt des in e) genannten RotationskSrpers 
liegt auf der X-Achse, und seine Entfernung vom Eoordinaten- 
anfangspunkt wird, wenn man der Einfachheit wegen Xi=0 als. 
untere Integrationsgrenze wahlt, 



? = 



X 






ix 



(2x 2x\ 



k) Der Schwerpunkt des in f) genannten Rotationskorpers 
liegt auf der F-Achse, und seine Entfernung vom Eoordinaten- 

anfangspunkt ist 

m^n\ 1 2? _2xv / 2x _2rv / to -to r 



I 



I 



y+» 



m 



W?^+-*-2s 



m 



+ 2(y~m) 



1) Der Schwerpunkt der in g) genannten Rotationsoberfl§,che 
liegt auf der X-Achse, und seine Entfernung vom Anfangspunkt 
der Eoordinaten wird 



1 = 



m^Tt 



I m\- / , m\* -- , 



2x^ 
m 



* 
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m) Der Schwerpunkt der in h) genannten Botationsober- 
f&che liegt auf der F-Achse, and seine Entfernong yom Koor- 
dinatenanfangspunkte ist 



2 



m ^^ ^ 

12) Untersuchung der Traktrix von Huyghens. 
Die Gleichung dieser Kurve ist (s. Bd. I, S. 211). 



+ a?=yS^^y« — aZ(+ 



y 



) 



Hierbei ist unter dem Zeiohen des Logarithmus das obere 
Oder das untere Vorzeichen zu nehmen, je nachdem y positiv oder 
negativ ist. 

a) Die ganze Fl&che, welche zwischen einem unendlichen Aste 
der Kurve und ihrer Asymptote, der X-Achse, enthalten ist, hat 
den Inhalt 

c/ c/ « L 




b) Die Bogenlange, von x = bis zu einem beliebigen Werte 
von X gerechnet, wird 



==za I - =al-- 

Jy y y 



c) Wenn die Flache a) um die Z-Achse rotiert, so ergibt 
sich fiir den kubischen Inbalt des entstehenden Rotationsk5rpers 
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y^dx = — 7t I y\a^ — y^dy = 

c/ a 



7f 



d) Die krumme Oberflftche dieses !K5rpers 'hat de& Inhalt 



y(a«_yt)« 



= 27t lyds = 



2a 7t 



Cf 



a . > 



. =2a'7t. 



C Spiralfett. ' 

13) Die Gleichung der Spiralen im allgemeinen ist (s. Bd. I, 
pag. 212) 

r = ay*. 

a) Det 'Flftcheninhalt eirieS Sektors -wird 



s 



= Kf 



2w-j- 



yi'^n 



b) Die LEnge des zagehSrigen Bogens ist 

/>Vi ■ 






welches Integral sich auf bekannte Weise fttr jedeii speziellen 
Wert von n reduzieren laBt. 

14) Die Gleichung der archimedischen Spirale ist 

r = g^. (S. Bd. I, pag. 213.). 




a) Der Flacheninhalt eines zwischen der Kurve und zwei 
Leitstrahlen enthaltenen Sektors wird 
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Setzt man hierin (p^ =0, 9>a = |^, so folgt : 

Dem Werte y, = \7t entspricht der Leitstrahl r, = fr^. Be- 
schreibt man mit diesem Leitstrahl als Radins einen Kreis, so 
wird der Fl&cheninhalt des dnrch den Bogen \jt bestimmten 
Kreissektors Z=^Vo'^- Es ist somit 8^=\IL 

Bei der ersten vollen Umdrehnng (0 bis 27t) ist der Inhalt 

der vom Leitstrahl bestrichenen Flftche F^ = -^. Dreht sich 

derselbe noch einmal um 27ty so hat die gesamte FRche den 
Lihalt 

Bei A;maliger yoUer Umdrehnng erh&lt man fUr die Ge- 
samtfl&che 

F^j F, . . . Fjc ist also eine arithmetische Reihe dritter Ordnnng. 

b) Die Ld^nge des zwischen denselben Leitsrahlen enthaltenen 
Bogens wird 



15) Die Gleichung der logarithmischen Spirale lautet 

r = a^. (S. Bd. I, pag. 216.) 
a) Der FUlcheninhalt eines Sektors wird 

Fur ^j = — oo, (p^^ff folgt hieraus S^ = jy- = dem halben In- 
halt des Dreiecks, welches von dem Leitstrahl, der Tangente und 
der Polarsubtangente gebildet wird. 



s 
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b) Die L&nge des zugehQrigen Bogens wird 



cos^ 




Da ^ konstant ist (vgl. Bd. I, pag. 217), so lafit sich der 
letztere Ausdruck leicht konstruieren. Je mehr sich die Kurve 
dem asymptotischen Punkte nfihert (r^ = , r^ = r)j um so ge- 

naaer wird die entsprechende Bogenlange = — ^. 



5. Zykloiden. 

16) Untersuchung der gewOhnlichen Zykloide. 

Nach Bd. I, S. 218 wird ein beliebiger Punkt der Zykloide 
dargestellt durch die Gleichungen 

x = r{(p — sin y), y = r (1 — cos y), 
in welcher r den Radius des rollenden Kreises und y den Wal- 
znngswinkel bedeutet. 

Der Einfachheit wegen soil fur samtliche in dieser Aufgabe 
auftretenden bestimmten Integrale Null {x^ = 0, resp. y^ = 0) als 
untere Grenze gewahlt werden. 




a) Der Flachenraum, welcher von der X-Achse, der zur Ab- 
szisse X gehorigen Ordinate y und dem entsprechenden, im Null- 
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ponkt beginnenden £uryenbogQU b^gr^nzt wird, bat den lahalt 
F= I ydx = r^ r {I — cosy>y dtp = r^{^ — 2sin9 + \mi2^y 

Fugt man za dieser Flache noch den Inhalt des sich an- 
schlieBenden recbtwinkligen Dreiecks hinzu, dessen Katheten y 
nnd {rtp — x) sind, so folgt 



X 



y dr + iy r sin y = |r^ (q) — sin y), 



und es ist daher die Blache, welche von der X-Achse, dem 
Knrvenbogen und der zum Winkel y gehQrigen Sehne des er- 
zeugenden Kreises begrenzt wird, dreimal so groB, als das darch 
eben diese Sehne bestimmte Kreissegment. 




Fiir (p = 7c ergibt sich aus der ersteren dieser Formeln 
F^ = \r^7t als Inhalt der durch den halben Zykloidenzug be- 
stimmten Flache. Sonach wird das von den Koordinachsen nnd 
den Geraden x^=r7t,y = 2r gebildete Rechteck durch die Zykloide 
in zwei Teile geteilt, die sich verhalten, wie 3 : 1. 

b) Die Lange $ des Zykloidenbogens, vom Anfangspunkt bis 
zu einem gewissen Werte von a;, resp. (f gerechnet, ist 

5 = 4r (1 — cos iy) = 8r sin^ \(p, 
Fiir (p = 7t ergibt sich hieraus s^ = 4r als Lange eines halben 
Zykloidenzuges. 

c) Die Koordinaten des Schwerpunktes der in a) genannten 
Flache werden 

^ |y^ — cosy 4" y sin y(^ cosy — 2)— | c os V + -^cos V + H . 

|y — 2 sin y + i sin 2y ' 

|y — 4 sin y + 1 si n 2y -j- i si^ V 

~~ 3y — 4 sin y + ^ sin 2y 

Fiir (p=^7t erhalt man hieraus die Schwerpunktskoordinaten der 
halben Zykloidenflache : 



v = 
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fur y = 27r diejenigen der ganzen Zykloidenflache : 

d) Die Eoordinaten des Schwerpnnktes des in b) genannten 
Bogens werden, wenn man der Kiirze wegen \(p = \^ setzt, 

^ ^ -- y; cos T/^ -f sin 1/; — ^ sin ^ip 

l — cos?// • ' 

^ 1 — COST/^ ' 

Die Halfte eines Zykloidenzuges, vom NuUpunkt bis zum hSchsten 
Punkt der Kurve (i//:=J^7r) gerechnet, hat demnach die Schwer- 
punktskoordinaten 

der ganze Zykloidenzug 

e) Wenn man die in a) genannte Flache um die X-Achse 
drehtj so entsteht ein Korper, dessen kubischer Inhalt 

«7= r^Tt [\(p — 4 sin y + 1 sin 2^ + i sin ^(p\ 
Setzt man hierin ip^=^7t^ so ergibt sich fiir den kubischen Inhalt 
J^ des KQrpers, der durch die Rotation der halben Zykloiden- 
flache um die X-Achse entsteht, 

J^ = ^r%^. 

f) Die krumme Oberflache des soeben genannten Eotations- 
korpers hat den Inhalt 

Q = IGr^Tt [I — cos t// + -^ cos ^ip], wobei ip = {(p, 
YvLT ip = ^^j d. h. fur den Inhalt ^j^ derjenigen Oberflache,. 
welche durch die Rotation eines halben Zykloidenzuges um die 
X-Achse entsteht, ergibt sich hieraus 

g) Der auf der X-Achse liegende Schwerpunkt des in e) er- 
wahnten Eotationskorpers ist bestimmt durch 

§ = -j^ [|y^ 4" y sin y ( — y + f cos 9) — ^ cos V) — f cos y — 

— f cos 2y + f cos ^(f — i cos V + VJ- 
Wird g) = 7t gesetzt, so folgt fiir den Schwerpunkt des ent- 
sprecbenden K5rpers 
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h) Der auf der X-Achse liegende Schwerpankt der in f) er- 
i^ahnten Rotationsoberfl&che ist gegeben durch 

^_ — \\p cos V^ (2 4- sitt ^^) + i sin ift + 1 sin 'i/; — | sin ^\p 
^ I — cos I// + -^ cos *e^ ^ 

wobei 1/; = ^. 

Ftir V^ = ^TT, d. h. fftr den Schwerpunkt der durch die Ro- 
tation des halben Zykloidenzuges entstehenden OberflSU^he erg^bt 
43ich hieraus 




i) Denkt man sich diejenige Flache, welche von der F-Achse, 
dem Zykloidenbogen und einer durch den Punkt x, y zur X-Achse 
parallel gezogenen Geraden begreuzt wird, um die F-Achse ge- 
-dreht, so entsteht ein Eotationsk5rper, dessen kubischer Inhalt 

J = r^Tt [— (f^ (^ + cos SP) + SP sin y (2 + cos 9)) + cos y -}- 

+ J^ cos V + i cos V — V] ist. 
Macht man hierin (p = 7t, so folgt 

k) Die krumme Oberflache des in i) genannten Rotations- 
kOrpers wird, wenn man ^> = ^<p setzt, 

Q = 16r% [ — ip cos tp -{- sinifj — ^ sin ^ip]. 

Der halben Zykloide (ip:=^7t) entspricht demnach ein Eo- 
tationsk5rper, dessen krumme Oberflache 

S^^ = ^ r^7t. 
(Vgl. das unter f) gewonnene Resultat.) 

1) Der Schwerpunkt des in i) genannten Eotationskorpers 
liegt auf der F-Achse, und seine Entfemung vom Koordinaten- 
^nfangspunkt ist 



r^7t 



ij = -^- [— ^q>^ (I + 2 cos y — cos V) + y sin sp (f + i cos 9) — 
— I cos ^y) + 1 cos ^ + f cos V + i cos ^^ — \ cos V' — ti]- 
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277r^ 
Fiir (f = 7t folgt hieraus »? = .. 



128 



r. 



IStt^ — 96 

m) Der Schwerpunkt der m k) genannten Oberflache ist be- 
stimmt durch 

_ — \\p cos rp(2-\- sin ^ip ) + j sin t// + j- si n ^i// — | s in ^\p 
^ — t/^ cos 1// + sin V^ — ^ sin ^?// ' 

wobei xfj = ^(f>, 

Setzt man hierin xp = ^7t, so findet man fiir den Schwer- 
punkt der Oberflache, welche durch die Rotation der halbeu 
Zykloide um die F-Achse entsteht, 

r, = Ur. (Vgl. h).) 




n) Die Flache, welche von der Geraden x = r7r, dem vom 
hochsten Punkte der Zykloide aus gerechneten Kurvenbogen und 
der durch den Punkt x, y der Kurve zur X-Achse parallel ge- 
zogenen Geraden begrenzt wird, rotiere um die Gerade x=^r7t. 
Wie groB ist der kubische Inhalt des dadurch entstehenden Ro- 
tationskSrpers ? 

Vorbemerkung. Zur L5sung dieser und der nachfolgen- 
den Aufgaben ist es zweckmafiig, das Koordinatensystem in den 
hochsten Punkt der Zykloide zu verlegen und den Walzungs- 
winkel von der Geraden x = rjt, der Symmetrieachse der Kurve, 
aus zu zahlen. Zwischen dem urspriinglichen und dem neuen 
Koordinatensystem bestehen die Beziehungen 

x^=r7t-]^x^ yi=2r — y, tf^—Tt — (p. 

Hiernach ist irgend ein Punkt der Zykloide bestimmt durch die 
Gleichungen 

^1 = *• (^1 + sin SPi), yi=r(l — cos yj. 
Nun wird das verlangte Volumen 

Sohncke^s Aufgabensammluiig. II. 11 
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J= ;f j a?! * dyi = r^TC i (y^ * + 2^1 sin y^ -|- sin ^^i) sin 9)^ d^^j = 

= r% [fi ' (^ — cos f/i) 4- Vi sin ^i (2 — cos yj + cos tp^^ — 

— i cos Vi + i cos Vi — i]. 
Fiir f>^ = TV, d. h. fiir den kubischen Inhalt J^ desjenigen 
E5rpei*s, der entsteht, wenn die halbe Zykloide auf die ange- 
gebene Weise rotiert, ergibt sich hieraus 

Das Volumen des letztgenannten Korpers ist auch gegeben 
durch 



flrTt 



^ 

+ 2 cos ^1 — I cos Vi — I cos "^1 



4^1^ + ^1 sin ^1 (4 + cos yj + 

71 

JO 



= r^Tt (1 71^ — -1). 



Von welcher Form sind die hierbei zur Anwendung kommen- 
den Volumenelemente ? 

0) Die krumme Oberflftche 2 des in der vorigen Nummer ge- 
nannten EotationskOrpers wird, wenn man noch %z=^\p setzt, 

Q = 16r^7r (t sin t + cos t — \ cos H — |). 
Macht man hierin T = ^7r, so kommt fur den Inhalt Q^ der ent- 
sprechenden Eotationsoberflache 

Q^ = 8r^7t (7t — 1). 

p) Der Schwerpnnkt des in n) genannten RotationskOrpers 
liegt auf der Rotationsachse, und seine Entfemung von der 
-Xj-Achse ist 



T^Tt 



^1= J [V^'(i — cosi/^ + icos-» + 2(i — Jcosi/^ + 

4- i cos ^\p) V sin I/; + -^ cos !/; — ^ cos ^j// + | cos "i// — 

— icosV — tV]. 
Denkt man sich die halbe Zykloide um die Fj-Achse gedreht 
so hat der Schwerpunkt des so entstandenen Korpers von der 
Xj-Achse den Abstand {\p^=7t) 

_ 637^2 — 64 

seine Entfemung von der urspriinglichen X-Achse wird demnach 

457^2 _ 128 



rj, = 2r 
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q) Der Schwerpunkt der in o) genannten krummen Ober- 
flache ist bestimmt durch 

| t sin h -f I cos^T — -J cos % + i cos h — ^^ 
T sin T -f- cos T — I cos H — | ' 

wobei T = ^ifj. 

Fur T = ^7r findet sich hieraus 

r) LaBt man die Zykloide urn die Gerade y = 2r, d. h. um 
die Xj-Achse rotieren, so wird der kubische Inhalt J des so ent- 
stehenden Rotationskorpers 

y^ ^dx^ = 16r^7r I (sin % — sin H) dx = 

c/ 

= r^n [t — ^ sin 2i — \ sin 4r + Vt sin 6r], 
wobei T fiir ^i/^ gesetzt worden ist. 

Ftir x=z\n, d. h. fiir den kubischen Inhalt J^ desjenigen 
Korpers, der entsteht, wenn die halbe Zykloide in der ange- 
gebenen Weise rotiert, ergibt sich hieraus: 

T 




s) Die krumme Oberflache des in der vorigen Nummer ge- 
nannten Rotationskorpers hat den Inhalt 

Q = IQr^TC j sin h cos t dr = ^ r^Tt sin h, 

wobei wieder T = -}^ip, 

Fiir t = ^7t wird : ^2^ = ^ r^/r. 

17) Untersuchung der Epi zykloide. 

Ein beliebiger Punkt der Epizykloide ist nach Bd. I, S. 221 

bestimmt durch die Gleichungen 

11* 
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* = ('■ + e) cos y — e cos C "^ ^y) , 
J, = (f + p) sin (f — e sin (~^?') • 

aj Zieht man durch zwei Pnnkte der Kurve, welche den 
Werten ^p, und y, der unabiiaugig:eD Variabien f enlsprechen, 
Parallelen zu der X-Achse, so hat die Flache, welche von diesen 
Geraden, der i'-Achse nnd dem Kurvenbogen begrenzt wird, den 
Inhalt 

Macht man p^*", so wird die Kurve bekanntlich die Kar- 
dioide. (Ygl. Bd. I, S. 224.) 



Die genannte Flache wird dann 

F = r^ 3^' — 3 sin 9 ' + sin 2y — sin 3y + isin4y ■ 
L Jvi 

Setzt man hierin y*i ^=0 und y^ ^^^, so folgt: 

F,=r'{i„-2). 
Wenn man hiervon noch 2*-* abzielit, so ergibt sich fiir den In- 
halt derjenigen Flache, welche durch die in der Spitze der 
Kurve errichtete Ordinate von der halben Kardioidenflache ab- 
gesclinitten wird 

Ft — 2r^ = r^ (^n - 4). 
Der ubrige Teil der halben Kardioidenflache wird gegeben durch 
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/ydx = 2r^ I (2 sin (f — sin 2(f) (sin 2y — sin cp) dcp = 

= (Itt + 4)r^ 

Hiernach wird die Halfte der Kardioidenflache = 3r V. 

Die Anwendung von Polarkoordinaten gestattet eine ktirzere 
Herleitung des letzteren Resultates. Wird der Pol des Polar- 
koordinatensystems in die Spitze der Kardioide verlegt, so lautet 
die Gleichung der Kurve: 

u = 2r{l-{- cos t\ 

wo u den Leitstrahl und ^ die Amplitude bedeutet. Der Inhalt 
der halben Kardioidenflache wird nun bestimmt durch 



c 



u^ dt = 2r2 



f + 

^ 



cos tydt = Sr^Tt. 



Die ganze Kardioidenflache hat sonach den Inhalt 6r^7t. 

b) Die Lange des zwischen den vorhin genannten Grenzen 
liegenden Bogens wird 



^= '^ (^ + Q) (^^s^^i — ^^^2^^') 



Setzt man g = r, so folgt fiir den Bogen der Kardioide 

s = 8r (cos -^^1 — cos ^^o)- 

Der zwischen den Punkten ^i=0 und (f,^=i^7t liegende Kar- 

dioidenbogen hat demnach die Lange s^=8r {1 — 'fi); die den 
Grenzen cp^ = ^7t und cp^ = tv entsprechende Lange wird 

s,^ = 8r^^, Mithin ist der halbe Umfang der Kardioide 
= 5j, + S.2 = 8r, somit die gesamte Bogenlange = 16r. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Kardioidenflache 

hat die Koordinaten 
.3 r 

— 2y + y sin <f — V sin 2y + f sin 3y — ^ sin 4^ + 

9^2 



§ = 



F 



-\-\sinb(p — ^ sin 6y 



fi 



.3 



7} = 



4 cos y + 1 cos 2(f — I cos 3(p + cos ^(f — ^ cos bq) + 



+ 1^7 cos 6^ 



92 
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d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Eardioidenbogeus 
wird gegeben durch 



1 = 



r} = 



s 

4^2 



2 cos ^y — cos 4y + i cos ^y 
2 sin ^ — sin 4y + i sin |y 



qp2 
9i 



Die Schwerpunktskoordinaten des halben Umfanges der Kardioide 
werden demnach (y^ = 0, y^ = ^) 

g= — |r; i? = |r. 

e) Wenn man denjenigen Teil der halben Eardioidenflache, 
welcher zwischen der Qeraden x = r und der Grenztangente 
x = ^r liegt, um die X-Achse dreht, so muB man die rotierende 
Flache als von den beiden folgenden Kurven begrenzt betrachten: 



Y= ]/ 3r2 — a;2 + 2r V 3r^ — 2rx, 
y = l/ 3r2 — x^ — 2r f%r^ — 2rx. 




Der kubische Inhalt des entstandenen Rotationskorpers wird danu 

1' 



J=:7t y {Y^ — y'') dx = ir^Tt. 



Der andere, von x^= — 3r bis x^=r reichende Teil des durch 
die Rotation der Eardioidenflache um die X-Achse entstandenen 
Eorpers hat das Volumen 



\=7c r 



Y^dx = 20r^fi. 



f) Der Schwerpunkt dieses ganzen RotationskSrpers liegt 
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auf der X-Achse in der Entfernung g = — |r vom Koordinaten- 
anfangspunkt. 

18) Untersttchung der Kurve (A steroid e), welche durch 
die Gleichungen 



re = r cos 'y, y = r sin 'y 



bestimmt ist. (S. Bd. I, pag. 228.) 

It 




a) Die Flache, welche von den Koordinatenachsen und dem- 
jenigen Kurvenzweige begrenzt wird, dessen Punkte positive 
Koordinaten besitzen, hat den Inhalt 

F= j ydx = — ^^* / 1 sin *9) cos V ^V = 



= — 3^^ T^T sin 6y — ^ sin 4y — ^ sin 2^) + ^tp 
b) Die Lange eines Kurvenzweiges wird 



i- 



s 



sin y cos y dy = |i 



sin V 






c) Der Schwerpunkt der Flache a) hat die Koordinaten 
^ = y j ^y^ = — F \ y^^^^^^"^^ *^ ^^ = 



3r» 



= — ^ i sin V — I sin V + i sin V 



^n = Vii-, 



1 Z*^ , , 3r« / 



)0 



2F / iTT ®^^ '^ ^^^ ^^ ^^ ^ 



3r 



8 



= 2T r ^^^ ^^ ~ * ^^® V + 1 cos V — i cos V 
d) Der Schwerpunkt des Bogens b) wird bestimmt durch 



i.=^*«-. 
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= I xa$^= I ^ cos *y sin y af/ = 



3r2 



cos '*y 






17 = I yds= I * Sin V COS y ay = 



Sin "y 
5 



^-i-^ 



2r 

5^- 





I * sin *y cos y ay = 

e) Wird die Flache a) um die X-Achse gedreht, so entsteht 
ein RotationskSrper, dessen kubischer Inhalt 

pr pO 

J=:7il y^dx = — 3r% I sin '(f COS ^(fdff = 


=: 3r^7i \\ cos ^ff — I cos V + T cos 'y — ^ cos V 



f) Die krumme Oberflache dieses Korpers wird 
£ = 27t I yds = 6r^7t I ^^ sin ^y cos y dy =: 



\¥ 






= ir^/t 



sin V 








g) LaBt man die Flache a) um die Gerade x = r rotieren, 
so wird der kubische Inhalt des entstehenden Rotationskorpers 
gegeben durch 

(r — x) ydx = — 6r% I (1 — cos V) sin *y cos ^y dy = 

e/ ^^ 



= — 6r^7r 



y^^ sin 6y — ^ sin 4y — ^^ sin 2y + V^ y 



— ^ sin *y + 1 sin 'y — ^ sin *y 







1 ^ = ^'^ [t\^ — VA]- 



Dieser Korper bildet einen Teil des Zylinders, dessen Achse 
die Gerade x = r und dessen Radius gleich der Hohe = r ist. 
Der andere Teil des Zylinders, der entsteht, wenn die von dem 
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Kurvenzweige und den Geraden y = r und a; = r eingeschlossene 
Flache um die letztere Gerade rotiert, hat demnach das Volumen 

h) Die krumme Oberflache des RotationskSrpers g) wird 
£ = 27t I (r — x)ds = 6 r^Tt I (cos (f — cos ^(f) sin ^d(p = 



= — 6r^7t ^ cos ^9> — \ cos ^<f 







= |r^7r. 



6. Vermischte Aufgaben. 

19) Man bestimme den Inhalt derjenigen Flache, welche von 
einer Kurve, ihrer Evolute und zwei Krummungsradien der 
ersteren eingeschlossen wird. 

Bezeichnet q den Kriimmungsradius, da den Kontingenz- 
winkel der gegebenen Kurve, so wird der verlangte Flacheninhalt 
bestimmt durch die Formel 



F 



qHa. 



20) Fiir die Ellipse a: = a cosy, y=^hBm(p ist 

da= ^^^? 

a^ sin V + h'^ cos V ' 

(a^ sin V + *^ cos ^(pp 

^~ ~ ab ' 




demnach wird 



F= 2^j p' (a^ sin ''tp + h^ cos V)' */ = 
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1 
2ab 



la* 4- i»\« ,,/«* — h\*\ a* — i« . „ , 



a* — b\^ sin4y 



+rv-) 






Setzt man hierin yj=:0, ^'2=^^, so findet sich flir die dem 
EUipsenquadranten entsprechende Fl^che 

^ 3a* + 2a262 + 36* 
^^= -32-ar 

21) Die Zykloide x^=r(if — siny), y = r(l — cosy), fur 

welche da = — rf(iy), ^ = 4rsin^ ist, 



ergibt F = — Sr^ T^sin* ^y d (^y) = 2r « 



if — sin y 



9 



= 2rx. 




Fur ip = 7t, d. h. fur die zur halben Zykloide gehorige Flache 
folgt demnach F^ = 2r^n. 

22) Fur einen Zweig der A s t e r i d e {x = r cos 'y? 
y = r sin V) wird, da fiir diese Kurve 

a = n — y, ^ = ^r sin 2y ist, 




sin4y]i'r 



S3) Die Kreiserolrente 

z = r (cos 9> + y- sin y), y = r (sin 
ffir welche da := dtp, Q^rif gefanden warde, liefert 



»sy), 



F=\r^jyd,p = .},r^<r'. 



7. Rauinkurven, 
Man bestimme die Bogenlftnge yon den folgenden Ranm- 
kurven : 

24) Die zylindrische Schraubenlinie: (S. Bd. I, 
pag. 267) 

X = m cos <f , y^m sin y, s^ ny. 
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L5s. 



s 



=z] m^-\-n^ I *dy = y m- 4" ^^ (V* -^ ^i^- 
Die L&nge eines Schraubenganges wird hiernach (^2=^1+ 2^) 

25) Die konischen Spirale: (S. Bd. I, pag. 259) 
x = tcos (m It), y = ^ sin (w U\ z = nt 




Los. 5 = yl + m2 + n^ r*d!^ = yi + m^-f- w2(^2 — ^,). 



9" 

Setzt man hierin mlt = y , also ^ = e"» , so folgt fur die Llnge 
eines im Punkte x^, y^, -sr^ Ui = ^"»l anfangenden Umganges 






26) Die Loxodrome. 

Loxodrome wird diejenige Raumkurve genannt, welche samt- 
liche Meridiane einer Kugel unter dem konstanten Winkel « 
schneidet. 1st der Radius der Kugel = 1 und bezeichnet ^ die 
geographische Lange, (p die geographische Breite eines beliebigen 
Punktes der Kugel, so lautet die Gleichung der Loxodrome: 

d = tang a . I cotang {{rt — \(p). 

Los. Da zwischen den rechtwinkligen Koordinaten x^ y, z 
und den Koordinaten y, d eines Kugelpunktes die Gleichungen 
bestehen a; = cos 9) cos ^, y = cos (p sin d, z = sin % 
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woraus folgt: 
dx=^dq) -{-^€13- = — sin y cos ^^ dy — cos y sin ^ d^, 

dy = ^ dcp -{- ^^ dd = — sin (f sin x^d(f 4- cos y cos x^ d&, 



so wird 



(fe = y dx^ + dy^ '\-dz^ = id€p^ + cos V d^\ 



Nun ist gemaB der Gleichung der Kurve d;>==tanga 
folglich 



d(f 

cosy 



und daher 



cfe = y 1 -|- tang ^a dy, 



cos a J q)i 



COS a 



Kapitel VIII. 

Enlersche Funktionen. 

§ 30. Definitionen und Formeln fiir 
Eulersche Funktionen. 

Man bezeichnet als Eulersche Funktion erster Gattung den 
Ausdruck 

B {p, q)= I xP-'^ (1 — x)^-^ dx, 

als Integral zweiter Gattung 

^^ xP-^ dx. 

Diese Integrale lassen sich im allgemeinen nicht auf ele- 
mentare Funktionen zuriickfuhren. 
1) ^(p-{''^)'=P^{p)' Beweis durch partielle Integration. 

2) r(i) = i. 

3) r{n) = {n — 1) ! , wenn n ganzzahlig ist. Beweis folgt aus 
Aufg. 1) und 2). 

nlnP 

'.pCp + i)(P + 2):\,(p-{-n\ 



4) r{p) = Um 



nssoo 



Anleitung: Es ist e-^ = Um 



{'-:)' 



, somit 



n^oo 



rip) = Um[fy^(l-^)^ 



dx 



Durch wiederholte partielle Integration 
erhalt man schlieBlich den obigen Ausdruck. 



nasOO 



P 
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TC 



Urn 



AssOO 



5) r(^) r(i— p)= -. 

Anl.: Man benutze den soeben fiir r{p) gewonnenen Aus- 
drad^, bilde ihn auch fiir r (1 — p) und beachte, daB 

= sin X ist. 
6) r {\) = /tt . Man setze in der vorigen Formel p =\^ 

Der negative Wurzelwert kann nicht = r (^) sein, weil, 
wenn man das Integral fiir r{\) als unendliche Snmme schreibt, 
alle Summanden positiv sind. 

7) r{\+p)^r{\—p)= -^^. 

/ \1 \ I-J \2 I-J COS 7tp 

Anl.: Man schreibe Formel &) r(q)r(l — q) = -. und 

setze fdf q einen passenden Wert ein. 

8) B{p,q) = B {q,p). Die Formel folgt aus dem Integral fiir 
B{p,q) durch passende Substitution. 

^ V/^> dJ r{p-^ q) 

e-^'xP-^dx. Ist n eine beliebige positive 

Zahl, so setze man x = ny und erhalt durch leichte Umformung 

1 1 {^^ 

n^ r(p)Jo 

Setzt man w = 1 + a; und ersetzt p durch i? + g', so erhalt 

1 1 P^ 

man 7. -r ^nJin = -nv ~i ^ i e-'^^+^)yt^^«-i % und durch In- 

tegration 

>oo xP^^dx 

(T+^^- 



B(p,q)=f 



/3oo r /»oo 



Es soil also erst der innere Ausdruck nach y integriert 
warden, dann soUen ffir y die Grenzwerte eingesetzt werden, 
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sodann soil das Eesultat nach x integriert werden und es sollen 
fur X die Grenzen eingesetzt werden. In der Lehre von den 
mehrfachen Integralen (cf. Band II, Abt. II) wird gezeigt, dafi 
bei konstanten Grenzen die Reihenfolge der Integration umge- 
kehrt werden kann. Es ist also 

Sabstituiert man xy = z, so wird 

■B {p, a) = >,/ ■^ , X r~«-* r-^ ^y rip) = ^r^r-^^^^• 

10) B (p, p) = ^^^^ B (p, i). 

Anl: B{p,p)= f (x - xy-^ ^= f\i — i^ — a;)*?"' ^^ 

(Jo V 

Indem man im zweiten Integral x = \ — e setzt, findet man, 
dafi beide Integrale gleich sind 

H iP, I') = 2 J* [i - (i - xy]p-^ dx. 
Darch die Substitution ^ — x = -l[iy kommt man auf 

wodurch der genannte Ausdruck hergestellt ist. 

11) rC2p) = ^rip)r(p + i,). 



Man reduziere Formel 10) auf r-Funktionen. 

>— 1 

X 



12) r'i,) = rpn\--^'^ 



L ; A. 
X 



dx. 



Anl.: ^ ph — erweitere man mit rb, so erhalt man 
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r(a + b) -ra_ r(a+| ^^^^^ _ ^ ^^^ ^^^_ 



r(6 + i) 



Setzt man 



in r(6) = / 



e-'cd^^dx e-'^z, so erhS.lt man 



"> =/.'[' ( 



1 \1*~^ 

X 



dXj 



B (a, 6) = f ^"-1 (1 — a;)*-i d^. 

c/ 

Setzt man dies ein, so erhalt man durch einen Grenztibergang 



= ^»/;[,|^ ) - r-x 



6=0 

dte. 



Fuhrt man fur a p ein, so erhalt man das gewlinschte 
Eesiiltat. 

d[ir{a)]_ f^'l 1 -«-i 

da ./ A L / 1 \ i — X 



13) 



/"I" i _ ^~" 



dx. 



da Jo L^ i 



■ax 



dx. 



Man reduziere die folgenden Ausdrucke auf Eulersche Funk- 
tionen und nehme, um spezielle Falle zu erhaiten, die Parameter 
derselben ganzzahlig an. Letztere Eesultate finden sich in den 
eckigen Klammern. 

1) /J? ( \^~' dx = r (a). [= (a - 1) !] 

Substitution y = ll J . 

c«^ e(-e^)dx = r (a), [= (a — 1) !] 

-oo 



3) J~ a?- c-"« (& = J^j r (n + 1). 



n! 



(i!a)-+i 



Sohncke's Aufgabensammlung. II. 
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p + nq — n\^ 



f 



n 



)'■ 
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8) I sin "^-^x cos "-^a; da; = 5 1 , ^ I 



rr'M"¥-)' 



( 



m-\-n 



> 



^'/>'"'<i-')""'*== «*(»•») 



/300 



»( 



p + g — n 









m + 1 
n 



)- 



, V- . Subst.: «* = 
. m + 1 a::" 

sm ' TT 



n 



XP 



Subst.: a; = :r — • 

1 — 2/ 



^- 1) ! {q-l)\ 






e-*" a;"/"-! da; 



n 



_ {P - 1) ! 
w 



Kapitel IX. 

Elllptische Integrale. 

§ 31. Reduktion der elliptischen Integrale auf 

die Normalform. 

Ein Ausdruck von der Form / /* (y, ]/ F) dy heiBt ein ellip- 

tisches Integral, wenn f eine rationale Funktion der beiden 

Argumente y und V Y ist, wobei unter Y ein Ausdruck dritten 
Oder vierten Grades in y verstanden ist. Im letzteren Falle, den 
wir zunachst ins Auge fassen, sei er etwa = c^ y* + c^ y^ + c.^ y^ + 
+ ^3 ^ + ^4- Nach dem Fundamentalsatz der Algebra konnen 
wir ihn in der Form +c{y — a){y — ^){y — y) (y — <J) schreiben, 
wobei c als positiv vorausgesetzt ist. a, /?, y, d seien die Wurzeln 
der Gleichung 7=0, die entweder alle reell sein konnen, oder 
es konnen zwei reelle und zwei konjugiert komplexe oder zwei 
Paare konjugiert komplexer Wurzeln vorhanden sein. Im ersten 
Fall seien sie der GroBe nach geordnet, also a>>/?>y><J, im 
zweiten seien y und 6, im dritten a und /? sowie y und 6 kon- 
jugiert komplex. Von der Existenz mehrfacher Wurzeln konnen 
wir absehen, da wenn etwa Y von der Form {y — ay (y — /?) 
(y — y) ware, man y — a vor die Wurzel setzen konnte und dann 
nar ein Integral von der Form der im Kapitel III behandelten 
iibrig behielte. 

Setzt man ^= 7,T > so laUt sich der Eadikand durch 

passende Wahl der GroBen p, h und q auf die Form bringen 
]• + (1 + ^'-') (1 + g'x^), wo g^ < 1. 

12* 
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Substituiert man den angegebenen Wert von y, so findet 
man als Bedingung fiir das Verschwinden der EoefSzienten von 
X und X* 

2) {p-y){q-S) + {cL-Y){p-f^ = 0. 
Hieraus lassen sich im allgemeinen p und $, die reelle Grdfien 
sind, bestimmen. 1st dies geschehen, so hat man 

. *« Vc (p - «) (p - /?) (p ->) Ci-S) 

Man liberzeugt sich leicht, daB alle vorkommenden Produkte, 
auch bei konjugiert komplexen Werten von a und /? oder y und 
d, reell sind. 

Nun sei ^^ " "^-^^ "'»)>(« " ^H? -3 . 

Dann setze man A = l/+ / \/ -li wobei das Vor- 

1^ - (^ _ a) (p — /?) ' 

zeichen so gew^Lhlt ist, dafi der Eadikand positiv wird. 

Dadurch ist der Ausdruck in x auf die gesuchte Form ge- 
bracht, namlich + (1 + ^*) (1 + g'x^ wo 

„2 _ (3 - y) (2 - ^Hp -«) (p_z-J) ^ 1 
^ ~KP -y) {p- <5) (2 - «) (2 - /*) ^ 

Substituiert man nun x^ = p-j^j^i^^ so erhftlt man bei geeigneter 

Wahl von A^ B, C, D unter dem Wurzelzeichen einen Ausdruck 
von der Form f{l — t^){l—'y(^t^), x2<l. 

Das urspriingliche Integral I f{y,i Y) dy sei durch diese Sub- 

stitutionen iibergegangen in I y (^, ^T\ wo T= (1 — t^) (1 — x*^-i. 

Es laBt sich analog wie das entsprechende Integral in Kapitel III 

/f^^F dt 
H\ dt-\- \ —J — , unter T^^ und y; ratio- 
nale Funktionen von t verstanden. Das erste kann als rationales 
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Integral leicht ausgefiihrt werden. In ?, fasse man die geraden 
and nngeraden Potenzen yon t zusammen, so dafi 

^2 = ^iit^) + i^2iiy, also 



J iT J if ^J i 



dt. 
T 



+ ^r '" 



Das zweite Integral fiihrt durch die Substitution t^ = z auf eines 
der in Kapitel in behandelten. Das erste zerlegt man in eine 
ganze Funktion und Partialbriiche, also 

wobei paj q^, r^, Uy die bei den betreffenden Gliedern auftreten- 
den Konstanten bezeichnen und die Summen liber samtliche 
Glieder derselben Art zu erstrecken sind. 

So kommt man auf zwei Typen von Integralen, von der Form 

, ^ Pt±^l^dt , , ^ /> dt 

Auf diese wendet man die Rekursionsformeln an: 

a) ^2/9-3 y-j _ (2^ _ 3) ji^^_^^ _ 2 (/? _ i) (i + x^) i?^,_i) + 

+ (2^ _ 1) x2 i? (^). 

jfT _2(y-l)(n + l)(n + x^) 
^ (l-fnty-'^ ~ ' n^ ^''^ 

(2y-3)(n{n + 2} + x2|2n + 3j) ^ , 

2{y-2)(n + x^n-\-3\) (2y-5)x^ ^ 

Durch a) laBt sich ii(+^) auf i?(i) und i?(o) reduzieren , durch 

b) S(y) auf S(i), /S(0) und S(_i). So und S'(_i^ lassen sich aber durch 
R(P) und JB(i) ausdriicken, so daU sich also jedes elliptische Inte- 
gral reduzieren laBt auf algebraische Ausdrlicke und Integrale 
von der Form: 

^(0) = I / ) -B(i) = I I und S(i) = I • 
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Setzt man noch t = sin^, so erhalt man die drei Legen- 
dreschen Normalformen der elliptischen Integrale: 

e/ y 1 — x^ sm ^9) \ 

2) E {(f) = r^y 1 — x2 sin V # (= ^(0) (0 — ^"^ ^(O (O) • 

3) n{(f,n) = r - --, ,-f!^, - -, . - , (=S(i) (O)- 

e/ (1 + w Sin V) y 1 — ^ sin V ^ ' 

Die Integrale -^l o ) u^d -^l d ) werden mit Z", bzw. E be- 

zeichnet. 

Ansfiihrlicher findet man die Eeduktion der elliptischen Inte- 
grale dargestellt in einigen Lehrbtichem der elliptischen Funk- 
tionen, z. B. dem von Enneper. 



§ 32. Beispiele. 

1) Man beweise die Eichtigkeit der fur R und S ange- 
gebenen Rekursionsformeln. 

Anl.: Man verfahre entsprechend der Ableitung der elemen- 
taren Eekursionsformeln. 

2) Man bestimme die Koeffizienten der Substitution 
x^= ^ , y.7o so, daU , ^^^ in die Form 

, ^ gebracht wird. 

. , dx 

Anl.: - - — ^ - _- = 

y(l+a;2)(l + c2:z;2) 
_ (BC—AD)tdt 

Damit die dritte Klammer = 1 werde, sei A -{- C = 1, 
B-\-D = 0» Damit eine der beiden ersten Klammem radiziert 
werden konne, muB eine der GroJJen A, B, C, D verschwinden. 



— 183 — 

B Oder B kann es nicht sein , well zufolge B -\- D=^0 dann 
beide ^0 sein mtiBten. So bleiben 2 Annahmen: 

a) ^ = 0, C=l, D = — 5, b) ^ = 1, C = 0, D = — jB. 

a) fiihrt auf 

dx _ iBdt 

Yii+'x'^yii-fc^x^) ~ i{i—Bt^y^—]§{i-^~c^)pf 

Setzt man B^l, so ist, da x- = l — c^<;ij die Trans- 
formation in der gewlinschten Weise vollfuhrt. 

b) wlirde fiir x^ einen Ausdruck, der >> 1 ist, liefern : 

dx dt 

i{i^x^f{i+ c^x^ ~ i~f' 

dx 

3) , ^„ ^ z - - soil ebenso transformiert werden. 

i(l — x^) {1 + c'- x^) 

Man findet ^ = 1, 5 = — 1, 0=1, I> = 0. x* = 

dx _ _ yi — x^ dt 

JiT—x^fii-fc^x^) ~ "yl" 

A=1,B=:0, C=l,i) = -1, x^=^^^,. 

da; xd< 



c» 



1 + c« 



V— (1— a;'')(l + c«"«=') yr 
_ dx 

■ y(i+#)Ti— c^^* 

(ir xdt 

y (1 + a;^) "(1 — c^x"") ~~ iT' 

61 ^^ 

y _ (i -f «2) (1 — c^x^) ' 

A = l, B = 0, C^c% D = — c^, x«=: " 



l + c« 
da; _ ff— x" d^ 

y — (i' 4- y*) (1 — c« a;^) ~ y T 



— 184 — 



7) / ^ 

V— (1— a;«)(l — c«a;«) 

A=:l, B = — {l — c% C = c^, D = 0, x^ = l — 

dx dt 

y — (1 — ««) (1 — c^'ic^j ~~ iT ■ 

8) , ^ , x>l. 



c\ 



A = l, 5 = 0, C = 0, D = c\ X 



2 



c\ 



dx 



dt 



l/(a:2 — i)(c«a;2 — 1) y-j 

9) Man berechne den Bogen der Ellipse ""2 + 12 



^^ . y^ 




Schreibt man a: = a cos y, i/= 6 sin y ftir die Ellipsen- 
gleichung, so ist 



i 



— 62 
/*2 



sin ^(pd^ = alE {(p^) — E (yj 



[--r] 



Speziell ist die Lange des EUipsenquadranten 

S = a E{x). 

1/2 

Wahlt man z. B. die Ellipse x^ + ,i. = 1, so ist 

(f ) ' 

S = 1,4674622 . . . 

Zur Berechnung kann man die Integration durch Reihen 
(§§ 33 und 34) oder die frliher angeflihrten Naherungsmethoden 
benutzen (§ 26). 
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X -I 

Fiir die Erde ist die Abplattung n = = ^^^ , also 

599 
^2 = ^(2 — w)= qA/j?^/^- Der Umfang des Erdaquators ist 5400 

geographische Meilen, der Umfang eines Meridians ergibt sich 
zu 5391,004 geographische Meilen. 

10) Bestimmung des Bogens der Hyperbel ^ — ^2 = 1? dessen 

Anfangspunkt die Abszisse x^ dessen Endpunkt die Ab- 
szisse x^ hat. 

>^«-, /^2^2 



<W-^'-' 



s= I 1/ -^ „ ax, wo e^ = "^ 



°*'-y('-::)(^-":f) 



^ e^ ^ I . at 

Da ^>> o5 so setze man x = 
a- a-' e 



s = 



a /»'» 



(t^ — 1) dt 



]/(l - 1-) (l - ], t-) 



Da a; > a , also ^ >> c >> 1 , so setze man nach Aufgabe 8) 
also x* = 



c« 



Nach der Kekursionsformel fiir die Integrale JB(^) ist 



yz ^ c J iz 



^* 



z = sin y, 
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s = ae jcotang ^^ }' 1 — x* sin V« — cotang ^^ ^1 — x^sin Vi + 

+ £ (y,) - i; (y J - '' - ^. (f (y,) - F(y,))l 

11) Es soil bewiesen werden, daB sich die Lange eines ins Un- 
endliche gehenden Zweiges einer Hyperbel, vom Scheitel 
aus gerechnet, von der Lange der ihn begleitenden Tan- 
gente, vom Mittelpunkt an ebenfaUs bis zu ihrem unendlich 
fernen Punkte gerechnet, nur um eine endliche GroBe 
unterscheidet. 




**• 



Los.: Errichtet man auf der Abszissenachse im Pnnkte x 
das Lot, welches die Hyperbel in P, ihre Asymptote in P^ trifft, 
so ist, wenn der Mittelpunkt der Hyperbel ist, in der Bezeich- 
nungsweise der vorigen Aufgabe 



OPi=xe = 
\—AP=^aei 



ae ^.. .71 

. — • Fur x = a wird w= - 
sin y ^2 

1 — cos ^ y 1 — x^ sin V 
sin^ 



)+ 



E ( I mag wieder mit -E, Pi I mit K bezeichnet werden. 

Flir a; = oo wird 9> = 0, ebenso E ((f) und F (y) , da die unteren 
und oberen Grenzen der Integ-rale dieselben sind. 



1 — cos ^ y 1 — x^ sin V 







/I — cos^y 1 — x^sin ^a)\ . , , .. ^ ^ ,„, 

( ^ -, ^ wird unbestimmt = ^ , una 

\ sin (f Jcp^Q 

nach bekannter Methode ^0 gefunden. 
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Also wird 



Urn 



OP^—AP 



a:==00 



e ' 



womit der Satz bewiesen ist. 

12) Man beweise: Haben zwei Hyperbeln dasselbe Achsenver- 
haltnis, so sind die Langen zweier entsprechender Zweige, 
gerechnet vom Scheitel bis zur Unendlichkeit, gleich. 

L6s.: Man benutze die in 10) entwickelte Formel und 
mache denselben Grenziibergang wie in 11). 

13) Der Bogen der Lemniskate r = af2 fcos 2 y , wo a der 
Abstand des Brennpunktes vom Mittelpunkt ist, soil be- 
rechnet werden , wobei der Bogen vom Scheitel (y = 0) an 
gerechnet werden moge. 




L6s.: 5 = af2 H- 



d(p 






dtp 



y cos 2 y ' c/ V'l — 2 sin V 

Da in der Normalform x^ <; 1 ist, setzen wir sin w = --,- ^ , 

y2 

wodurch man erhalt: 



/^^ dip 
yi-isinV 



Der Umfang der ganzen Lemniskate ist natlirlich 

1 



S 



= 2K L' 



14) Den Bogen der Sinuslinie zu ermitteln. 

Los.: y = a^mmx, Setzt man ma; = ^, so wird 
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y 



m 



I'^m^ 



sin ^z = 



y 1 + « 

m 



*m^ 



i; 



(^)- r- l + a^mO 



Der Bogen der Kurve von einem Schnittpunkt mit der Ab- 
szissenachse bis zum n3.chsten Maximum der Enrve ist 






Er hat also dieselbe Lange wie der Quadrant einer Ellipse 

am 



von der Exzentiizitat e 



A = 



yi+a 



yi + a^m^ 



und der groBen Achse 



2^2 



m 



15) Der Bogen der Kurve r = asin2y soil ermittelt werden. 
(Vgl. Bd. I, pag. 186, Aufg. 27.) 




= ai ysin2 2^ + 4cos2 2ydy = 2a / 1/ 
2^) = 1//. 



sin2(2sp)#. 



— 189 — 



s= I 1/ 1 — ^ sin ^i// difj, Der gesamte Umfang der 

Kurve ist also S = 8aE. / x^ = ^ j . 

Er ist also gleich dem einer Ellipse mit den Halbachsen 
2a and a. 

16) Man bestimme den Bogen der Pascalschen Schnecke 
r = a + 6 cos y (vgl. Bd. I, pag. 192, Aufg. 48), der zwischen 
^ = und ^ = TT liegt. 




5f = r^^y a^ + 62 _|_ 2ab cos ip dtp. 

a und b kSnnen als positiv angenommen werden. 

2ab 



5f=ya2 + 62 



XY'+P^ 



, j2^ COS y d(f, 
Man setze (p = 2ip, so ist dtp = 2 dip, cos ^ = 1 — 2 sin '^ip, 

71 



5 = 2(« + ^.)£]/l-^-^ 



4a6 



J sin "i// di/'. 



Da sich leicht nachweisen lS,fit, dafi 



4a5 



1, so ist 



(« + «•)' 

Wie man sieht, kann man diesen Bogen leicht mit einem 
bestimmten EUipsenbogen vergleichen. 

17) Man beweise den Satz : Wird die parabolische Spirale (cf. 
Band I, pag. 215) a — r = }/ 2 ahip von dem Kreise ^ = o 
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in A geschnitten, von den Kreisen r= +c und 

r = — c beziehungsweise in B und C, so daB A zwischen 
B und C liegt, so ist Bogen AB = Bogen AC. 

1+' 



os.:«,=J^ ^1+ -.^,^ dr. 



2 



Substituiert man in 5^ r= -j^-gr, in ^g r= — ^, so ist 

18) / ,,^ soil auf ein elliptisches Integral reduziert 
werden. 

Los.: Setzt man ^ +2.0 „ = ^2 so wird 

/», _ = X I y > also nach der Definition ein ellip- 

tisches Integral. 

19) f, ^i__ =1 r _^* . 

Substitution : a + 2 6^ + ca;^ = ^^ 

20) P {x'^) und (i> (x^) seien rationale Funktionen von x\ Es soil 

J^ I ^ "^ -^ auf elliptische Integrale redu- 

ziert werden. 

Los.: Durch die Substitution x^ = ^ erhalt man 

J y a-^ + &^2 _|_ ^^3 _|_ g^4 "^ 2 J y a + 6^ + c^^ _j_ ^» 
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21) Q sei wieder eine rationale Funktion von x'^. 

e7= 1^^^=^^ ^^ . ., soil reduziert werden. 

J fa + 2bx'^cx'^ 

Los.: f a 4^ 2 ^2 + ca;* = z^ 

cx^ = — 6 + y6- — ac + c^*, 

xdx = 



a;^ = 



y h^ — ac + c^* 

Setzt man den fiir x^ gefundenen Wert in Q {x^) ein, so laBt 
sich diese Funktion auf die Form bringen 

Q {x") = V{a^) + f 62 — oc + c^^ V (z*), wobei U und F ratio- 
nale Funktionen von z^ sind. 

e/ya + 26a;2 + ca:* J ^'b^^ac + cz"^ J 

Das erste Integral ist elliptisch, das zweite rational. 

J fa + 2bx^~+cx' 

Los.: "^ a-{-2bx^-{- cx^ = xy, 

^--b'\-ib^ — ac-\-ay^ 
c — y^ 

Durch logarithmisches Differentiieren erhalt man 

dx ^ j a _L^\ 

^ ~^ \fb^ — ac:-\- ay' {— 6 + y 6^ — ac + ay') c — y^j ' 

Man erweitere mit b -\-ib^ — ac + «^^ 

y b^ — ac-\- ay'' 

dx x^y^dy 

^a-\-2bx^ + cx'~' ib^ — ac-\-ay' ' 
Setzt man in P und x^y^ den Wert von x^ ein, so resultiert: 

e/ y 6^ — ac + at/* e/ 
worin U und F rationale Funktionen von t/* sind. 

Das Integral l^.} ' ^ ^ - laBt sich durch Zerlegung 

J |^a + 2&:r2 + c^* 
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in seine Summanden reduzieren auf Integrale, die in dieser und 
der vorigen Aufgabe behandelt warden. 

J= f (P(x^) + xQ{x^))fa-\-2bx-^cx^ dx laBt sich ahnlich 

behandeln. 
23) 1* sei eine rationale Funktion von x 

J ] a 



] a-\-bx-\- cx^ -\- ex^ -\- cx^ + bx^ + ax 



Substitution: x-{- =2^. Wenn man beachtet, daB 

tJC 

y a: = y^sr -f- 1 + y-sf — l), so ergibt sich leicht 



^^ z,az /^ 



i(z^\)z Ji{z+i)z' 

wo Z=8a;sr8 + 46^2_|.2^(c — 3a) + (e — 26), wahrend Z^ und 
Z^ rationale Funktionen von -srsind. 

24) J=C , ^-"^ xQ)dx , p und (? rationale Funk- 

tionen in x^, 

Substituiert man x^=^z, so reduziert sich der erste Teil 
des Integrals auf einen Spezialfall der eben behandelten Auf- 
gabe, wahrend der zweite offenbar ein elliptisches Integral gibt. 



{P{x^) -{-xQ {^) dx 
]a-\- 2bx^ + cx^ 



Setzt man ^ = I j ^, so erhalt man einen Spezialfall der 

vorigen Aufgabe. 
26) Q sei eine rationale Funktion von sin (f und cos y. 

J y a + 6 cos y + c sin y 

Urn den Radikanden auf die Form a* -|- b* sin- ip zu bringen, 
setze man (p=^2ip-{-a. Dann ergibt sich fiir a die Bedingung: 

J sin a = c cos a, a =: arctang | , I • 

Q laBt sich auf die Form bringen 

ilif (sin^ ip) + sin ifj cos ipN(sm^ ip). 
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Das erste Integral wird durch die Substitution sin 9) = a; als 
elliptisches, das zweite durch die Substitution a* + Vmi^\p^=z^ 
als rationales erkannt. 

Qdtp 



"'/i 



^A-^-B cos y + C sin 9) + D cos ^ 9) + J^ sin 9) cos 9) + jP sin ^ 9) ' 

worin Q eine rationale Funktion von sin 9? und cos 9) ist, wahrend 
A, B, C, D, E, F Konstanten sind, wird durch die Substitution 

tang ^ = X auf ein elliptisches Integral zuriickgefuhrt. • 



- - / > 



iS oh nek 6*8 Aufgabensammlung. II. 13 



Kapitei X. 

Integrale und Beihen. 

§ 33. Auswertung von Integralen durch Reihen. 
Ein Eeihe yon unendlich yielen Gliedem 

^ = % + «*2 + «*3 +... + «**+.- . 

heifit konyergent, wenn die Summe 

iS« = Wi + «*2 + • • • + «*« 

mit unendlich wachsendem n einem endlichen Grenzwert zustrebt^ 
den man als Snmme der Reihe bezeichnet. Die yerschiedeneD 
OrSfien u k5nnen dabei Funktionen einer Ver&nderlichen x sein. 
Eine solche Reihe nennt man gleichm9,fiig konvergent 
in einem gewissen Intervalle x = a...b, wenn bei einer beUebig 
kleinen gegebenen Grdfie e sich stets ein Index n finden Ufit, so 
dafi der ^Rest'' der Reihe 

-Bin = W«4.i + Um+2 + • . • J 

falls m^n ist, fiir jeden dem Inter vail angeh(Jrigen Wert von 
X kleiner bleibt als die gegebene Gr5fie £. 
Eine Potenzreihe, 

^ = ^0 + «1 ^ + «2 ^^ + • • • + «»^* + • • • 

konvergiert innerhalb ihres Eonvergenzintervalles stets gleicli- 
mtlfiig. 

Ist eine Funktion von x in einer Reihe gegeben, die inner- 
halb eines gewissen Intervalles gleichmS.fiig konvergiert, so 
ist das Integral derselben gleich der Summe der Integrals der 
einzelnen Reihenglieder, es ist also unter der angegebenen Vor- 
aussetzung, wenn 



I 
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f[x) = tt^ +«♦« + «*s + ••• + *** 4- •• . ist, 

I f(x)dx = \u^dX'\' lu^dX'\' |W8^4----+ / Wnda; + ... 

Die so entstandene Reihe gilt natUrlich oline weiteres nnr 
far die Werte x des Intervalles a,.,h. 

Eine Potenzreihe ist mitfain innerhalb ihres Konvergenzinter- 
valles stets integrierbar. 

Diese iS9,tze wendet inan an, nm Integrale, die nicht in ge- 
schlossener Form integrierbar sind, in Reifaen zu entwickeln. 

Man entwickelt den Integranden in eine innerhalb eines 
Intervalles gleichmftfiig konvergierende Reihe und integriert dann 
gliedweise. 



§ 34. Beispiele zu § 33. 



«/^ 



sin a: , x* , x^ x'^ 



X 

vgi. pag. 83.) 



*«J = ^ — g^gj + gTgy — *^77^±... (Integralsinus, 



^'/ 



cos re , , x^ , x^ x^ 



^'^=^- 272! +4741-676! ±- (I"****^* 
cosinus, vgl. pag. 83.) 

/'tanga;, P,.2«(2«-l) , .g, ■ 2^(2* - 1) . ■ 
^^ j^¥~^- 172! * 374! "^ + 

/ »cotanga; 1 ^,.2« ■B..2* 

^^J 5 ***- X 1.2!* 3.4!* 

^^ x^ — . • . Orenzen wie vorher. (Vgl. Bd. I, pag. 91.) 

O'O! 

^, Pxdx ,, a; (t ~*) (f ~*) 
^) Jlii¥=*^**°^T 271! 473! 

5(1-.)' 6l(f-f 1385(f-f 

6-5! 8.7! ' 10-9! 

13* 
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Anleitung: /- - =a;?tang-„ — I It&ug ^ (Partielle 

£/ SlU X a ^ a 

Integration). Setzt man ^= + y, so kann man die auf 

pag. 91 des ersten Bandes entwickelte Formel fiir Ztang(y + 7) 
anwenden. Vgl. pag. 84, Aufg. 30) und 32). 



^. P xdx TT,, u , P udu * 7t 



X 



gesetzt wird. 

Somit ist diese Aufgabe auf die yorige zuruckgefuhrt 
(Vgl. pag. 83, Aufg. 25) und 27).) 



')/ 



dx 7/ . N (arcsina:)* , (arcsm a:)* -_ 

. - - = ? (arcsm x) — ^ ^ ot + ... + . . . 
arcsma; ^ ^ 2-2! ' 4-4! ' 



A n 1. : Durch die Substitution y = arcsin x wird das vor- 
liegende Integral auf das in Aufg. 2) behandelte reduziert. 

dx . (arc cos a;)' (arc cos a:)* , 

= — arc cos x + ^^ — 6-oi ^ — ■ ,, + . . . 



«>/ 



arccosx 3>3! 5-5! 

Qv /» arcsin a; da; a;' _i_ 1*3 a;*^^ 

^^ J X - * ~ 2: 3« "*■ 2T4" 5"* + 

1.3^..(2» — 1) _ a^_ 
"*■•••" "2.4".'. '.2« (2» + l)«"^' ''^ ^* 

/x dx 
Durch die Substitution x = arc sin y wird dies 
lang X 

Integral auf das vorhergehende zuruckgefuhrt. 
ll)J^j^-=te + .+ 2^;,+3^j+...(0<x<oo). 

e— da; = a; - g-jj + ^-gy - ^-3^ + g-jy + . . . 
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15)p«4^i^,a<»,=A(a„,._(i).i + 

Aufg. 11) und 12) erganzen Aufg. 10) auf pag. 87. 
— , Setzt man y = lx, e^{m-\-l)y, so wird man 

anf das Integral I geffihrt, das nach Aufg. 9) zu be- 

rechnen ist. 

' J fi~—x*' ~ i ~^ "2.5 "^ 2.4.9 + 2.4.6.13" "•"••• 






C^i < 1). 



2p + l ^ 



C) 



' ' np-f-1 ' 

Die Reihe konvergiert fiir jedes x, fiir welches die Ent- 
wicklong von (1 + xp)"^ in die Potenzreihe konvergiert. m kann 
natnrlich auch gebrochen sein. 

19) 1-^ - --~^z:—^.=^ , x^ < 1. (Elliptisches Normalintegral 

c/ y (1 — x^) (1 — x^ x^) 

erster Gattung, vgl. pag. 182.) 

Los.: —^£.^ = 1+ l-x^x^+ 14->^'^* + 

l'3-5 ,..(2n --l) an^2n_L 

/dx _ fi dx X ^ 2 C ^^ ^ U 

1.3.5...(2n-l) /^a:-^-cto ^ 

"^•••"^ 2.4.6...2t^ jyizr^2 

Nach Aufg. 31) auf pag. 48 ist 
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/x^dx 13... (2n — 1) . ,/ . , /a?— 1 , 

yi — a;* 2-4... 2n ' \ 2n ' 

"^ 2n('2w — 2)""*''""^ "2n(2n — 2)...2 /* 
Bezeichnet man das in der Elammer stehende Polynom mit 

Xm SO ist 



/ 



dx 



ill— x^y{i—x^x^j 



= arc sin x 



+ 2( 



1-3^. . (2» - 1) 
24. ..2n 



)*H~ 



yT^.2l%(??^^A. 



Hal 



Die Gliltigkeit der Entwicklung ist leicht festzustellen. 



-)/i/^ 



X* 



dx. (Elliptisches Normalintegral 2. Gattong, 



vgl. pag. 182.) 



L6S.: yT^^«a;« = l— 2 



l-3.. .(2n — 1) i<««a;«" 
2.4... 2n 2n — 1 



/l/3^'^=/(yrbi- 



a: 

n - 00 
n— 1 



1.3...(2n — 1) -2„^2« 



2.4...2W 



(2n 



-. — — I efec, 

— 1)1/1— icV ' 



/y^-'«'= 



n=00 



= arcsin x 



nssl 



1.3 ...( 2n — 1) 
2.4...2« 



2n — 1 



+ 



fiesOO 



-4-VT^rVa"V l-3...(2n-l) x2« 
i-fi a; ^ 2.4. ..2« 2n-l^- 

>i— 1 



— 199 — 
dx 



(Elliptisches Vollintegral 



21) K= C F= 

Jo"r(i— ^')(i— >^'^') 

erster Gattung.) 

L6s.: Fllr a: = l verschwindet fl^^x^j tw x = Xn. 

^•••\ 2-4. ..2» / T^-j- 



22) E=f 1/ \ J'^f ' «ir. (EUiptisches Vollintegral der 

zweiten Gattung.) 

1.3\2x* 
3 



L..:Z=f{l-(i)'M|^^)' 



_ _ / l-3...(2n — 1)\« x^ _ I 
••• \ 2.4...2» / 2n — 1 •••/ 



24) J^ ->-zrr = i2 + 22 + 3« + '--""^^- 

. , P^ xdx P°^ xe-' 
Anl.: f -— — ^=1 ^j ^dx^=^ 

Jo ^ — 1 Jo 1 — «"' 

= r°° (a;e-' + xer^ + aje-** + . . .) daJ. 

a; e-«»* etr = — 2 , also 

*^ 

/^oQ a;cto _ 1 , 1 , 1 i_ _o 
Jo 6^ — 1 — l2"r22"^32"^---~'^«- 
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32) Man entwickle J® (-s^) = I cos {/s sin a;) dr in eine Eeihe. 

^ e/ 



-er* . ^* ^* 



^^^) = 1 — 22 + 22 .T2~ ~ 22 .42762 i • " • ' ^^^^^ ^ •'®*^" 
Wert annehmen kann. (Einfachste Besselsche Zylinderfunk- 
tion erster Art.) 

33) -- C''e(^^^''dx = J^z), 

1 /'^ 

34) — I cos {^ cos x) dx ^ J^ (/). 

^ e/ 

35) Man entwickle 

^ 1 P^ 

J» (z) = zr-i^^ jri ^T — I COS (z COS x) sin ^"xdx 

^^ 1.3-D...(2w — 1) tvJq ^ ^ 

in eine nach Potenzen von z fortschreitende Reihe. 
Los.: J- (s) = -^^- (l - pTjjfipi) + 



Z*" z^ 



+ 2^.2!(n + l)> + 2) 2"«.3!(n + l)(w + 2)(w + 3) ^'"\ 

AnL: Aus Aufg. 20), pag. 48 und der leicht in passender 
Weise umzuformenden Aufg. 29) auf pag. 104 folgt, dafi 






sin ^'^x cos 2iM-ia: ax = 0. 



"^ sin -. cos ^.. a.= i'- '-- ■A^-^)111:^-^'^(M^} . 

2.4-6...(2» + 2p) 
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§ 35. Sammation von Reihen durch bestimmte 

Integrale. 

Eehrt man die Betrachtungen des § 33 urn, so sieht man^ 
dafi sich oft eine Reihe durch Integration summieren ISifit. 

Enthait die Reihe eine veranderliche GrOUe, so ist zu fordem, 
daJi die Reihe, welche aus den Differentialquotienten der einzelnen 
Glieder gebildet wird, gleichmaUig konvergiere. Dann ist 



% (^) + «*i (^) + . . . Wn (x) = J-^- dx + 



LaBt sich nun der Integrand in geschlossener Form sum- 
mieren, sein Wert sei etwa = (x), so ist 

% + ^1 + ^2 + • • • ^« + • • • = / ^(^) dx. 

Natiirlich ist stets auf den Konvergenzbereich zu achten. 

Hangen die Glieder der Reihe nicht von einer Variabeln ab, 
so fiihrt man eine solche passend ein. Die weitere Entwicklung 
ist wie vorher, man achte aber genau auf die Grenzen des 
Integrals. 

Ist die Reihe 

^0 + ^1 + ^2 + • • • + ^« + • • • 

gegeben, wobei die GroBen a Konstante bedeuten, so kann man 
haufig mit Vorteil die Gleichungen 

!)««=/ (W + 1) ^ ''^n dx, 
1 1 P^ 

2) = -=— / ^"^ x^-^ dx 
benutzen. Spezialfalle der Gleichung 2) sind 
a) =1 e-*'^ dx, 



b) a!= r 



oo 

er-^ x^ dx, 
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Oft kann man die Sammation dadurch ausfiihren, dafi man 
die ^gebene Beihe 



^ w» = ^0 + «*i + . . . + w« + • • • 

MsaO 

als Spezialfall der allgemeineren Reihe 



2 «*r^ auffaBt, wobei die Grdfien u^^^ als Funktionen 

aufzufassen sind, die fiir einen gewissen Wert yon m in die 
GrQfien «*« iibergehen. 
Man bilde dann 

2 2 w|^"*^ und scheide durch irgend welche Methoden 



n=00 



hieraus die einzelnen Summen ^ w^"*^ fiir sich aus. 



nasO 



§ 36. Beispiele zu § 35. 



L5s.: ff= r/l — a;«4-a;* — ...4-(— l)»a;«" + ...) 



^ J da;. 

' 

Die Summe der erstea n Glieder ist 



ist die Beihe unendlich, so ist 

arctangrc = 



_ /»! dx _ 



\XssO 



4 



„, _ 1 , 1 1 1 , 1.3 1 1 , 
^) <^- -g- + Y* "3"" 2" + 2T4- y • 2» + 

_L j_ l-3...(2» — 1) 1 _ 1_ , 
"^•••"^ 2-4. ..2» 2M + i 2*H-i '^••- 
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L6s.: ff = 



x + 



a;» + 



, l- 3...(2n— 1) 1_ 

"^••' 2.4. ..2n '2n + l 



X^H-i 



/'I da; f . 

' , ^ arcsu 



arcsin a; 
13 1 



6 



- -— • 



3) '^-i-yy + f:!- 6— 27476 T^ 



1.3-5 1 

« "P . • • 



P^ dx , 

L6s.: ff= I , =12. 



4) ff = 



JC' 



n 



6.2*.0! 



+ 



TT' 



7.2«.2! 



9.2».4! 



X 



» 



L5s.: ff = 2h^ — 



X 



(5+2n)2»»+*(2»)! 

"2 



+ 



X^ _ 



"To >!!•••• 



7.2!^9.4! 



Jo 



n 



-'i!H-ii+4iT-)*- 



?r 



= 2 r%*cos«<fo = 2(^ — 37i'' + 24) 
(Vgl. pag. 81, Aufg. 5).) 



5) ff = 



«' 



?r 



s 



+ 



?r 



10 



6.2«.l! 8.2».3! ' 10.2»«.5! 

+ ... + (-1) 



+ 



?r2»+e 



(2» + 6).22»+*(2n + l)! 



7C 

>2 //v5 



P'^ iX^ X'' , X^ \ , 



jr 



/'2 ^8 

= i a;* sin a; da: = 12/r + 24. 



1 1 1 

6) cF = 1 -j- + ^- -f" 4. + • • • (Harmonische Reihe.) 
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L5s.: Die » ersten Glieder haben die Summe 

V a JoX — 1 

die Summe der unendlichen Reihe ist 

a = lim [ JJ"' (1 + a; + a:« + . . .) d^l = Urn \f~'^ 
a = 00, 



X 



«==o 



7)a=i+|_i— i + i + 



1 _ 



9 ' 11 



+•.. 



L5s.: ff«= f (l + a;«)(l — a;* + a;* + ...)da; = 



''=i,r+x^^^- 



I 



= (l+a;«) 



1 — (— l)' 'ar 
"l + a;* 



4ii 



(2x. 



ff^ 



7C 



2/2 



8)'^=l-5 + 7-l\ + i + - 



L5s.: ff„= I (1 — a;* + a;« — a;i<» 4- . . .) da; = 



/•il — a;* 



=.J\l-x^) 



1 — a;« 



(22;. 



ff = 



TT 



2f3 



'' ^3^5 7 9 11 ±--- 

1 — (— 1) "ofi-^ 



Los.: (7„ = r (1 4- a;« + a;*) 

<^ = /^ --yqij'^-^ <^- (Vgl. pag. 16 f., Aufg. 74) and 75).) 



l-\-x 



''=i2''- 
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10) ff=l + A + i + ... + l- + 



a 



1 

+ 

+ 



a 



2 



a 



8 



a" 



1 I- - ^ + 

a^ -j- ^ ^2 + ^ 

ag + dOft + d '^•••^^ ai+jpd"" 



+ 



+...+ 



i- + ... . 



«« + P<^ Oj+pd I ••• ' o, + ^d 
L 5 s. : ff« = I [(a^H-i + ««t-i -j- . . . afn-i) -}- g (a?«i-H-i -|- 
+ ««rH-i + . . . + a;«»-+^-i) + . . . + 2" (a;<"+J«'-i + 



_ /»^ (a:"-' + a^-^ + • • • + a;'""^ 



"=/. 



gja?* 



(£r. 



1st g[ = -(- 1 , so wird der Integrand fiir a; = 1 unendlich, 
wenn der Z&Iiler nicht durch den Nenner teilbar ist. Kann der 
Integrand auch f&r ^ ^ 1 unendlich werden ? 

^^) '^T2 + 2T3"''3.4 + "'"'"ir(n + iy* 
Los.: 



n (n + 1) 



n 



n + 1 



_l_l,l_J^,l-j- _. 

1 2 ■+" 2 3 "•" 3 "•■ 

12)<^ = r2 + 3^ + --- + -(2„-^ 



l)2n 



L6s.: o = 



\T 2'/ + \¥ 47 "'"•••"'" l2»r^^l 



2nj 



a = ^[(1 _ a;) + (x" — ««) + ... + (aj^-z — a;*"-')] da;. 
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"^■'=£-1 



^1 —X ^ _7t 1 , 
« UX — - -- — "TC- If ^« 

x^ 4 2 



14)''=i!2 + r5 + 7^8 + 



L68.: o=J'-^_~^^dx = -^. (VgL p»g. 19, Aufg. 10).) 



i^)''=r2-r5+r8 + 



L6s.: o 






^2- 



16) ff = 



+ 



o(o + J) ' (o + 6 + d)(a + 2i + d) 

2' 



+ 



+ 1 



+ 



(0 + 26 + 2d)(o4- 3J + 2d) 



+... 



[a + m6 + MdJ [a -\- {m -\- 1) b -{• md\ 
L5s. : Das allgemeine Glied der Eeihe ist 
1 1 



+ ... 



a-^-mb-^md a -[- (w + 1) 6 + ^. 






/Ht-ftnfr-fox' 



/p«i4-(m4-l)6-j-'m<l 



6 I ^^ \a '\- mi) -{- md a + (m+l)ft-|"*''^ 

HI— 



) 



~"i Jo 1- 



marO 

1 x^^ ( 1-a^) 



c2^. 



17) a = 



a (a+ i) (a + 6 + rf)(a + 26 + d) 



+ 



+ 



+ (- 1) 



(a + 26 + 2d)(o + 36 + 2d) 

gm 



^ + ... 



(o -}- »« J + md) (a -|- i»« — 1} i + ♦'•4) 



±... 
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L 5 s. : Ersetzt man in der yorigen Aa%abe q darch — q, so 
erh&lt man 



_l C^ x"-^ (1 — 3*) 



_ 1 /»!««; 
~'bJo 1 



dx. 



-^qaH" 

Die vorlier bebandelten Beihen sind SpezialMIe der beiden 
letzten Aufgaben. Man bilde noch melir spezielle Eeihen nnd 
sammiere sie. 



^^)'^— 1.2.3 3.4.5'^5.6.7 + 



+ ... + (-1)- 



(1 + 2m) (2 + 2m) (3 + 2m) 



LOs.: 



(1 + 2m) (2 + 2m) (3 + 2m) 2 



l + 2m 
1 



2 + 2m ' 3 + 2m 



mssQo 



1 P^ 1 — 
'=-2 Jo -i 

a=|-l?2. 



msaO 

1 i — 2x-\-x* 



dx. 



+ x 



2 



dx. 



la a T ~ • • • 



^^) '^~1.2.3"'"3-4.5 ' 5-6.7 

1 />* 1 — 2*4- «« 

2 e/o 1 — «• 



dx. 



a = l2 — 



20) o 






L6s.: 



2.3-4 4.5.6 • 6. 7. 8 

1 



2m (2m 4- 1) (2m + 2) 



2 \2m 
= i r^ + (a:2— » — 2«*» 4- «*»+») dr. 



+ 



1 \. 



2m+l ' 2m+2j 
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"2 Jo 



1 x — 2x*-{-x' 



1 + x 



2 



dx. 



a = 



TT — 3 



_ 1 p^ x — 2x^-\-x* 



^'^•="=1/, 



a= ;; —12. 



l — x 



2 



dx. 



^^ "~ a{a + b)(a-\-'2b) "^ (a-\-2b)(a-{-3bj(a-\-4kb) 



+ 



+ ...+ 



L68.: 



(a + 2nJ) (a + 12n + 1} b) (a + {2n + 2} J) 

1 



+ ... 



(a + 2nb) (a + 12n + 1} b) (a + \2n +.2} 6) 



1 

2<J'2" 



+ 



a + 2«6 a + (2n4-l)6 ' a + (2» + 2)6 
Setzt man x^^ — 2a?'+*-i -|- aH-**-i ^ », so ist 

1 Z*^ 
ff = 2,g- / {u -\- ^x^'' u -^ q* X** u -\- . . .) dx. 

" = 2T3-j„-- 
''~2b'J, 1- 



1 — qx^" 



g:r 



23) Man summiere die Reihe 22) fur die speziellen Werte 
g = + 1 und q = — 1. 



dx. 



_ 1 1 /^i a?'+»-i 

Sind f&r a ond & spezielle Werte gegeben, so wendet man 
tnit Yorteil die Reknrsionsformeln von Kapitel II an. 
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1 n 

^*^ ^^ a{a^'h){a-{- 2b) + (a -fSb) (a -f 4J) (a + 56) "^ 



ym 



+ • • • + (a + 3»i6) (a + (Sm -f- Ij b) (a -}- {3m + 2} 6) "*" " * ' 
Los.: Das allgemeine Glied der Eeihe ist gleich 

1 [-^ - ^ 4- ^ -- 1 

26^ [a + Smb a + {Sm + "ij i "^ a + jSwt + 2} b ' 

m=oo 



w=0 



'^^2^/0' 



+ a:«+P'»+2i»-i]\da;. 



2 



1 — gi^r^^ 



^^) ''■~1.2.3 + 4.5.6 + r.8:9 + --- 

Los.: Die Aufgabe ist ein Spezialfall der vorigen (a = l, 
b = 1). Es ergibt sich 



2 Jo i — ^' 2 Jo [1 + ^ + ^' l-f-a; + a;« 

4 \y3 / 

26) <' = 1-2.3 ~ 4.5:6 "^ 7.8.9"~10-11.12 =*=•■• 
Los.: Nach Aufg. 24) ist 



dx. 



_ 1 /" (1 — a;)^ , 

"~ 2 Jo l + a:*"*^- 

2 ,0 ^ 

3 6y3 

^'^ "^ a (a + l.)7a + 26) "*" 

4- 2 _L 

^ (a + 26 + d) (a + 36 + rf) (a + 46 + (?) ^ ■ • • 

_j r 

"^ (a + 2>n6 + md) (a + {2m + Ij 6 + wd) (a + {2m + 2) 6 + md)' 

Sohncke's Aafgabensammlang. II. 14 
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L5s.: Das allgemeine Glied der Reihe ist 

1 _ 2 

a-\-2mb -{-md a-\- (2m -\-l)b-\- md 

1 



26« 



+ 



+ 



a -{- {2m -{- 2) b -\- md 



m-M-OO 



mb-i-nni-1 2;2^a-f-(2«4-l)H-™<*-l J- 



I ^a-{-(2m-{-2)b-\-md-l\ 



1 /»! 1 (1 — a;»)« , 

2^) "^ 1.2-3 + 5.6.7+9a0-ii + •• • 
L6s.: Nach der vorigen Aufgabe ist 

1 /'I (1 — x)^ , 

a= ]-l2. 
i 

29) <^=i:2.3 — 5:6.7+9.10.1l'^""" 



<2a;. 



T .. 1 />! (1 _ a;)2 



dx. 



71 



<;= g (y2-l). 
^^) " = a (a~+7>) (a + 26) (a + 3i) + 



+ 



+ 



(a + 3i + d) (a + 46 + d) (a + 56 + d) (a 4- 66 + d) 



+ 



(a+3}M6+Jwd) (a+J3m+lj6+»jdj (a+|3»»+2j6+md(a+{3m+3|6-|-m<i) 
+ ... 
L5s.: Das allgemeine Glied ist 
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m 



66* 



+ 



- -_^_ - °— . - -4- 

a + 3mo -(- ma a -f- j3m -|- Ij 6 -j- »id ' 

3 1 

a + (3m + 2) i + wd ~a -f (3»» + 3) 6 + md 

_. I I ^^rtHi r^+3m»-|-iiid— I g^-l-(8ni+l)6-f n«i— 1 I 



I 3;ja-l-(3m4-2)W-ind— 1 ^+(3m-4-3)6-find— 11 ^_ 

1 



1 _j (1— a^)» 
0^" 'l — qx^i^^- 



^^^ ''~a{a-^ b) {a + 26). ..{a-]-pb)~^ 



+ 



+ 



(a +jp6 -I- (?j (a -^ J2, + Ij 6 + d) . . . (a + 2i)6 + d) 



+ ... 



(a+mp6-t-f»d) (o+ {»w|H-1| 6+md) (a+ {m2)+2j b-i-md) . . . (a+ {w+lj jpfe+wwf) 

+ ••• 

Los.: Urn das allgemeine Glied als Integral darzustellen, 
berechne man durch die Rekarsionsformel § 8, 1) das Integral 



J= j xf^ {1 — x^'Y dx. 



Man findet 

^^z'+i (1 _ x'Y 



j = 



At + l 







f< + 1 e/ 



J= -'^f - f V+'' (I — a:'7-i dx = — -f , J,. 
f* + lJo M + 1 

Schliefilich ergibt sich 



J = 



J = 



K"'?r! 



(|U + 1)(^ + v+ 1)...(M + {/c- l}v + 1) 



/>" 



+*"'da;. 



Umgekehrt kann man setzen 



14* 
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li—1 U -^ 9 1 U 2» 1 il 9,1 1 



f^-ll J 



-r- 1 — x'fdx. 



Bei die»<::r Bere<:hiiiing^ Lst naturlieh jt > 1 Yoransffesetzt. 

Um das allgemeine Glied m« der rorarelegten Beihe in ge- 
wonijchter Weise auszndracken. hat man al^o nur zn setzen 

^ = a -f- in/>i — iwJ — 1. 
71 = p und erhalt dann 

Ak Summe der Reihe ergibt sich dann sofort 



""/>:«'" Jo 1 — ^jT^— ' "'^• 



Es ist eine zweckmafiige Ubung, Spezialfalle dieser Keihe 
zn bilden nnd diese Beiben zu snmmieren. 



32; Man beweise den Satz : Die Snmme der reziproken Potenzen 
aller ganzen Zahlen ist = 1, wenn man sowohl 1 wie als 
Basis wie als Exponent ausschlieBt. 

Los.: ^ = 2-2"*' 2^^"*" 2*"^ 2^ "^'""^ 

I 32 I gs • g4 I 35 I • • • I 

I 42 r ^3 + ^4 + 45 ~r • • • "T 
+ 

P]ine solche Doppelreihe ist bekanntlich konvergent, wenn 
1) alle Horizontalreihen konvergent sind und 2) die Reihe ihrer 
Summen konvergiert. Unter diesen Umstanden ist es dann gleich- 
gttltig, ob zuerst die Horizontal- oder Vertikalreihen summiert 
warden. 

Die Summen der Horizontalreihen sind hier 
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1 
2* 



1 
3« 



1 
3 



usw. Es ist also 



1.2^2. 3^3. 4^"" 
= 1. (Vgl. Aufg. 11.) 

33) Man beweise denselben Satz, in dem man die Formel 



1^1 P'=° 

s« ~r(a) Jo 



g->x ^-1 ^ benutzt. 



a=oo >=oo 



L8s.: (J= _2 2 > = 



a=2 «=2 



a=00 



«=oo 



= ;i ^<«) /:- e 



I — 5X 



d^. 



a=00 



^V^ 1 /'CO g-2a: ^«-l 

•^^^Ca-l)! Jo 1-e-^^- 

Setzt man a — 1=6, so wird 

6=00 



/»oo 
1 



-2x 



& 



X^ 



6=1 



dx = 



00 e-2x ^^ _ J) 



1- 



-X 



dx 



/300, 

= I e-^dx. 



1. 



34) Man summiere auf entsprechende Weise die Reihe 

I 1 1 

(l> + 2)^"^(p + 2)'' + (p + 2)*"^-" + 

+ (^ + 3)^ + (i) + 3)» + (1) + 3)* + • • • + 



+ . 



«=oo 






dic. 



— 214 — 



=jr^^(^,r.,^=/:--"^- 



a»2 
1 



35) Man bilde die reziproken Potenzen aller geraden Zahlen 
(Einschrankungen wie in Aufg. 32).) 

36) Es sind die reziproken Potenzen aller Zahlen von der Form 
5 = 4n + 3 , a = 2r + 1 zu bilden (Einschrankungen wie 
vorher). 

3* 3^ "^ 3" 

+ ^ +^ + ^ + 

+ • . 

r=oo nasOO r=00 

_ '^ -^ .1 _ P^ ^ x^ e^__ 

"', (4«+3r^'~Jo ^, m 6^-1 



cfa; = 



'^~2Jo e^-l~Jo ^'—1~ 



e^ + c-^ — 2 , 

^ — a. .4 



= I 2 arctang ^ + g ' g.: " 



a:=00 

ft 

x=0 



^ 1 70 
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37) Es sind die reziproken Potenzen aller Zahlen yon der Fonn 
5 = 4w + 3, a = 2r zu bilden (Einschrankung wie vorher). 

Los.: o = ^-\- g^ -f g^ +...4- 



r=00 n=00 
r=l n=0 



_ ^ ^ 1 _ (^^ 6" 

^~ 2 J c=2^: 



a=-l Z2. 
4 

38) Es soUen die reziproken Potenzen aller Zahlen von der 
Form 5 = 4n + 2, a = 2r summiert werden (Einschrankungen 
wie vorher). 

~i g'^ T" g4 "I g« ~r • • • 

+ 

r=oo n=aOO r=6o 



2 Jo 



°° e'dz 7t 



Man bilde selbst weitere derartige Keihen. 
39) Es soil die hypergeometrische Reihe 

a(a + l)(a + 2)6(6 + l)(6-t-2) 3 , 
"•" 3!c(c + l)(c + 2) ^••* 

durch ein bestimmtes Integral dargestellt werden. 
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L6s.: Es ist 5 a, f — rt)= ^ ^ ^\ ^ = 

' ^ r{c) 

= I oc^-^ (1 — xy-""-^ dx 

0^^^)^- na) 7(1 -a) £ '-' (' - ^y—' '^• 

Femer ist £(« + *, c-«) = ^(«+^*^)_;;(p«) = 

_a(o4-l). ..(« + *-!) r^-iri-xV— leia; 

«(« + !). ..(« + i-l)r(c) „(,^,^,_„). 

^ c(c-(-lj... (c + a: — 1) r{a) r{c — a) ^ ' ' ^ 

a(a + l)...(a + fc-l)_ 
^^ c(c'4-lj...(c + A; — 1) 

r(a) r(c — a) Jo 

Indem man die so erhaltenen Werte einsetzt, nimmt die 
hypergeometrische Eeihe folgende Gestalt an 

i^ (a, *, M) = ^(,^ y|~-^ /; -- (1 - -)-- X 



i=aOO 



XS (-l)*(?)^'^)<ia;. 

40) Man drticke F (a, 6, c, 1) durch Eulersche Funktionen aus. 

Los.: Benutzt man das vorhergehende Resultat, so er- 
hillt man 
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V ' ' ' >' r(c — a) r{c — h) 

41) Es seien die konstanten GroBeo a^, a.^, a^...a„... bekannt; 

die Eeihe a^ + % ic + ag ^^ + • • • + ^n^'* + • • • sei summier- 
bar und gleich der Funktion (f {x). 
Man stelle die Reihe 

durch ein bestimmtes Integral dar. 

r{a)r{c — a)J^ ^ 

42) Es sei wieder, wie in der vorigen Aufgabe 

«o +^1 ^ + ^2 ^^ + • • • ^« ^'* + • • • = y (^), zu summieren ist 

a (a + 1) . . . (a + i? — 1) ^ (a+6) (a+6+l)...(a+6+p - 1)^ 
"*" (a +"26) (a + 26 + 1) . . . (a + 26 +1? — Ij "*" ' ' ' 

^^^•= «(a + i)T74a+i,-l)= r?^) X^''^^-^^""""^^' 

(a + J) (a + ft +~1) . . .'(a + J~+ P — 1) ~ 

^W Jo 

1 /'^ 

Man behandle einige der fruheren Reihen als Spezialfalle 
der eben angegebenen. 
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43) Man summiere die Keihe 

*'^2«= ^>„.+ 22.+ 32^+ 42. + ..., wobei m eine positive 

ganze Zahl ist. 

Los.: Statt 82^ betrachte man den allgemeineren Ausdruck 

,2m 4/2m 

+ ... 



^*'" ~ ni . 12"» + wt . 22« + m . 3«« 



Man bilde a^, a^ ... azm und addiere alles, so erMlt man 

a = — (Cjj + <^4 + <^6 + • • • + ^2m + . . .) = 
tl^ U^ U^ U' 

— ~ 1.12 ~ 1.22 "1.32 ~1.42~' • 

W* tl* M* U^ 

~2.1*~2.2*~2.3*"~2.4*~'' 



6 



6 



6 



6 



w w ir w 

~ 3.1«~3.2«""3.3«~3.4*~'" 

Nun addiere man zuerst die Vertikalreihen 



«i = 



ds^ 






u- 



21 



3.1« 



du 

d 5, — 2ti 

du 



— 2il (1 + tl^ + H* + M« + . . .). 



2u du 



_ ^2u _ r^ — 2^ 

5^ ^ Z (1 — 11^), Ebenso findet man 



a = l 



a-.')(i-^:)(i-»:)...(i-«:) 



^ 



Setzt man u= , so erhalt man nach einer bekannten 



Formel 



a = l 



sin^ 



Es ist aber 
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o = li^^)=f'^[cotmgz-])dx = 



*=oo 



22* ^t 



a= — J^ Bzk—i ' 

Setzt man nun riickwarts z = 7cu, so findet man, wenn man 
die gleichen Potenzen von u in der ursprtinglichen Reihe und 
dem dafur gefundenen Ausdruck vergleicht 

w2* u^k w2* _'^^q _-D 2'" w^* 7r2* 



^2* = -TlSt-TI ~ -^2* - 1. 



22*-l yj2* 

Die GrSBen B sind als Koeffizienten in der Tangensreihe 
(Bd. I, pag. 89) bekannt. Durch Einsetzen der betreflfenden Werte 
erMlt man 



s. 


12 '22^3* '* 


• • " 


" • 

6 








s,= 


11 1 

1*^ 2* 3*^" 


• • "■ 


90 








s,- 


^ 1 ^+^+ 
][6 1 2® 3^ 


• • — 


7r« 
7945' 


r -Sg 


9450' ^"' 


93566 


44) Man bilde 


J 












0. 1 1 

*^ 2* ^2k + 


1 
32* 


^52* 


+ ... 






Los.: Behalt /S2* die in der ^ 
Bedeutimg, so findet man leicht 


i^origen 


Aufgabe 


angegebene 


S2k = 


= S"2*+ 2^*^^-*' 












S'2k = 


- 2'^* *■ 


B. 


ist 









''4— 1*1" 3* "T 5* -r--- — 16*^* — 96 

<?. _ 31^1" 
•*~ 2903040" 
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2 2^*""^ 1 

L 5 s. : 8'2k = S2i — ^^St= ^,^^_^ S2*. z. B. ist 

ja 22 "^32 4^— ''~2 2~12' 
1_11_1 _31^,_3l7r« 

je 2« "^ 3« 4« - • • * ~ 32 • ~ 30240' 

40) o A- = 1 32*+! • 52*4-1 72*+! i • • • 

L6s.: Man bilde 

u . u u . . 



I ** 35 ' 55 73 i • • • I 

_L 6 W*^ M* M* 



5^ 7^ 

+ 

o-ui 1 _ 3 , 5 _ 7 1 

\1 — W2 32__^2 -1- 52_^2 72_^2 H • • • j 

Dies ergibt nach einer bekannten Formel 

71 U 7t li 

a= . sec r. • 
4 2 

Ahnlich wie tang ^ kann auch sec z in eine Reihe entwickelt 

warden, deren allgremeines Glied mit E2m ,r. ,, bezeichnet wird. 

' ° (2m) ! 

Die erst en Werte der GroBen E lassen sich aus Bd. I, pag. 90 
ohne weiteres linden. 

Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich 

'^ * ~ (2k) ! 2^*+2 ^"• 
Es ergeben sich die Spezialfalle 

3 ■'" 5 7 =t •••— 4 • 
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1 _ 1 4- 1 _ ^ 4- -"' 
3« "•" 5» 7« — ■ • • ~ 32 

11 _J^ , _ 57r» 
3»i-5» 75 + 1536- 

J^l_l _61?r' 
37 + 57 77 + 184320' 

1 _ 1- -L Jl _ i 4. 1385 ^* 



59 7. _u • • • 41287680 

Mit Hilfe der Aufgaben 43)— 46) kSnnen die in § 34, Auf- 
gabe 22), den folgenden nnd ahnlichen Aufgaben auftretenden 
Integrale in geschlossener Form dargestellt warden. 



Nachtrag. 

Auf pag. 176, letzte Zeile, ist zu lesen 

r(a + J) - r (a) ^^^^^ r(a-\-b)- ra 
b rb 



Ltppert ft Co. (G. Piitz'sche Buchdr.), Naumbarg a. S. 



